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СИНТЕЗ СИГНАЛОВ С КОМПАКТНЫМ СПЕКТРОМ  

НА ОСНОВЕ СПЛАЙН-ФУНКЦИЙ 
 

Разработан метод синтеза сигналов с компактным спектром, удовлетворяющих критерию Найкви-
ста. По критерию минимума энергии в боковых лепестках выполнен синтез сигналов в виде сплайн-функций 
второго, третьего и четвертого порядка. Для полученных сигналов оценен выигрыш по сравнению с сигна-
лами, обладающими спектром типа «приподнятый косинус». Выполнено сравнение полученных сигналов с 
сигналами, использующимися в цифровых системах связи. 
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Введение 
В современных цифровых системах связи для 

передачи информации по каналам с ограниченной 
полосой пропускания широко используются сигна-
лы с компактным спектром [1 – 3]. В данных систе-
мах для формирования сигнала импульсы пропус-
каются через фильтр с передаточной функцией, 
удовлетворяющей критериям Найквиста. Достоин-
ствами таких сигналов является очень высокая кон-
центрация энергии в ограниченной полосе частот, 
что обуславливает возможность их эффективного 
уплотнения. При этом сигналы с компактным спек-
тром имеют конечную импульсную характеристику, 
что приводит к межсимвольной интерференции.  

Наибольшее распространение в цифровых сис-
темах передачи получила передаточная функция 
типа «приподнятый косинус», обеспечивающая вы-
сокую скорость убывания боковых лепестков сигна-
ла на выходе канала. Высокая скорость убывания 
боковых лепестков необходима для уменьшения 
межсимвольной интерференции (МСИ), которая 
приводит к повышению вероятности ошибочного 
приема символов. 

Передаточная функция вида «приподнятый ко-
синус» обладает рядом достоинств, которые обеспе-
чили данному фильтру широкую применимость, 
однако в современных отечественных и зарубежных 
источниках не доказана оптимальность данной 
функции. 

Формулирование проблемы. Существующий в 
современных сетях джиттер, при высоком уровне 
боковых лепестков импульсной характеристики сиг-
нала, будет приводить к тому, что в отсчетных точ-
ках, кроме информационного сигнала, принимаемый 
уровень энергии будут формировать соседние отсче-
ты, приводя к ошибочному приему символов.  

Целью работы является синтез сигналов с 
компактным спектром, применение которых обес-

печивало бы меньшую межсимвольную интерфе-
ренцию, чем применение сигналов со спектром типа 
«приподнятый косинус». 

Для синтеза передаточных функций форми-
рующих фильтров предлагается использовать ее 
представление сплайн-функциями. Достоинствами 
сплайн-функций является непрерывность сигнала и 
его первых производных, а также простота аппарат-
ной реализации. Представление спектра сигнала в 
виде сплайна позволит сформировать требуемую пе-
редаточную функцию формирующего фильтра и 
обеспечить выполнение первого критерия Найквиста.  

1. Модель сигнала с нулевой МСИ 
Согласно [2] передаваемый сигнал для различ-

ных видов линейной цифровой модуляции описыва-
ется выражением 

n
n 0

(t) I g(t nT),
∞

=
υ = −∑   (1) 

где { }nI  – последовательность информационных 

символов, а g(t) – сигнальный импульс с ограни-
ченным по полосе спектром. 

Сигнал (1) передается по каналу с АЧХ С(f). На 
выходе канала наблюдается смесь сигнала с адди-
тивной помехой 

n
n 0

r(t) I h(t nT) z(t),
∞

=
= − +∑  

где h(t) g( ) c(t )d
∞

−∞

= τ ⋅ − τ τ∫ ; z(t)  – аддитивный га-

уссовский белый шум; с( )τ – импульсная характе-
ристика канала. 

В приемнике сигнал сначала пропускается че-
рез фильтр, а затем стробируется со скоростью 1/Т 
отсчетов в секунду. Тогда сигнал на выходе фильтра 
приемника, после стробирования во времени в точ-
ках 0t kT= + τ , k = 0,1..., будет иметь вид:  
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k k n k n k
n 0
n k

y I I x v
∞

−
=
≠

= + +∑ , 
где 0τ  – задержка при передаче по каналу; kI  – вос-
становленный информационный символ в k-ой от-
счетной точке; kx  – сигнал на выходе фильтра; kv  – 
k-й отсчет помехи. 

 

 
Рис. 1. Импульс типа “приподнятый косинус”:  

а – АЧХ формирующего фильтра; б – импульсная реакция формирующего фильтра 
 
Для обеспечения нулевой межсимвольной ин-

терференции необходимо обеспечить, чтобы сигнал 
h(t)  удовлетворял условию [1] 

1 при k 0;
h(kT)

0 при k 1, 2, ,
=⎧

= ⎨ = ± ±⎩ K
        (2) 

что достижимо, если  

m

mX f T,
T

∞

=−∞

⎡ ⎤+ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑             (3) 

где X(f) – модуль спектральной плотности импульса 
h(t) , а Т = 1/2fС  – период отсчетов. 

Спектральная плотность импульса для случая 
Т > 1/2F (F – полоса пропускания канала), которая 
имеет требуемые спектральные свойства и широко 
применяется на практике, носит название «припод-
нятый косинус». 

Рассмотрим АЧХ формирующего фильтра, типа 
"приподнятый косинус", изображенную на рис. 1, а. 
Вид характеристик и скорость убывания энергии в 
боковых лепестках зависят от коэффициента ската 
[1]:  

C A

C

f f
f
−

α = . 

Заметим, что при α = 0 АЧХ формирующего 
фильтра становится прямоугольной, а скорость пе-
редачи символов равна 1/Т = 2F.  Если α = 1, ско-

рость передачи символов 1/Т = F.   
Как видно из рис. 1, а, передаточная функция 

может быть разбита на два симметричных относи-
тельно точки С отрезка – АС и СВ, что будет учтено 
при построении сплайна. 

2. Представление модуля спектральной 
плотности сигнала с компактным  
спектром в виде сплайн-функций 

Пусть на интервале 0 N[x , x ]  задана некоторая 
функция n,vS (x) и заданы точки 0 1 N 1x , x ,..., x − , 
причем i i 1x x −> . По определению [4] функция 

n,vS (x)  является сплайном степени n дефекта v на 

интервале [ ]0 N 1x , x − , если на каждом произволь-

ном отрезке [ ]i i 1x , x +  функция n,vS (x)  является 
многочленом степени n, т.е.   

n
i k

n,v k i
k 0

S (x) a (x x )
=

= −∑ ,

i i 1x [x , x ], i 0,..., N 1+∈ = −  
и n,vS (x)  на указанном интервале 0 N 1[x , x ]−  имеет 
n – v непрерывных производных. 

Спектральная плотность X(f ) , приведенная на 
рис. 1, а, может быть представлена в виде сплайна n-
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го порядка 

( )
( )
( )

A

A C

C B

B

1,               f f ;

K f ,     f f f ;
X f

L f ,     f f f ;

0,              f f ,

⎧ <
⎪

< ≤⎪
= ⎨

< ≤⎪
⎪ >⎩

     (4) 

где K(f )  и L(f )  – полиномы n-го порядка; 

A B Cf , f , f  – точки сращивания полиномов.  
Выразим точки сращивания через коэффициент 

ската:  
B C C A C Cf f f , f f f .= + α ⋅ = −α ⋅          (5) 

Согласно критерию Найквиста 
A

B

K(| f |) 1 P(| f | f );
L(| f |) P(f | f |),

= − −

= −
                  (6) 

где ( ) 2 n
1 2 nP f a f a f ... a f= + + +  – полином n-го по-

рядка, 1 2 na ,a ,..., a  – действительные числа. 
Для нахождения сигнала, обладающего луч-

шими характеристиками, чем сигнал со спектром 
типа «приподнятый косинус», рассмотрим пред-
ставление синтезируемого сигнала в частотной об-
ласти на основе сплайн-функций второго, третьего и 
четвертого порядков. 

2.1 Представление сигнала на основе сплай-
на второго порядка дефекта 1. Запишем условия 
гладкости для сплайна второго порядка: 

C C

A B

K(f ) L(f ) 0,5;
K '(f ) L '(f ) 0.

= =⎧
⎨ = =⎩

  (7) 

При выполнении данных двух условий можно 
получить сплайн второго порядка, зависящий от 
коэффициента ската α (условие C CK '(f ) L '(f )=  вы-
полняется автоматически). Для обеспечения отсут-
ствия разрыва в первой производной на концах от-
резка, положим, что 1a 0= , тогда сплайн второго 
порядка будет описываться выражением (4), в кото-
ром K(f )  и L(f )  являются полиномами второго 
порядка вида:  

( )22 AK(f ) 1 a f f= − ⋅ − ;  ( )22 BL(f ) a f f= ⋅ − , 

а коэффициент: 

   2 2 2
C

1a
2 f

=
α

.           (8) 

2.2 Представление сигнала в виде сплайна 
третьего порядка дефекта 2. Условия формирова-
ния сплайна третьего порядка могут быть записаны 
аналогично (7) и имеют вид 

C C

A B

C C

C C

K(f ) L(f ) 0,5;
K '(f ) L '(f ) 0;
K '(f ) L '(f );
K ''(f ) L ''(f ).

= =⎧
⎪ = =⎪
⎨ ≡⎪
⎪ =⎩

  (9) 

Четвертое уравнение совокупности условий (9) 
используется как дополнительное ввиду того, что 

третье уравнение является тождеством. Из совокуп-
ности условий (9) формируется сплайн вида (4) с 
полиномами K(f )  и L(f )  

( ) ( )2 3
2 A 3 AK(f ) 1 a f f a f f= − ⋅ − − ⋅ − ;     (10) 

( ) ( )2 3
2 B 3 BL(f ) a f f a f f ,= ⋅ − + ⋅ −          (11) 

где коэффициенты сплайна 2 3a ,a  являются функ-
циями α и имеют вид  

2 2 2
C

3a
4 f

=
α

; 3 3 3
C

1a
4 f

= −
α

.    (12) 

2.3 Представление сигнала в виде сплайна 
четвертого порядка дефекта 3. Для построения 
сплайна четвертого порядка запишем выражения 
для функций K(f )  и L(f )  согласно (5) и (6): 

( ) ( )
( )

2 3
2 A 3 A

4
4 A

K(f ) 1 a f f a f f

a f f ;

= − ⋅ − − ⋅ − −

− ⋅ −
    (13) 

( ) ( )
( )

2 3
2 B 3 B

4
4 B

L(f ) a f | f | a f | f |

a f | f | .

= − + − +

+ −
     (14) 

Таким образом, получаем, что сплайн X(f )  за-
висит от α  и от трех коэффициентов 2 3 4a ,a ,a . 
Найдем их. Для этого рассмотрим условия гладко-
сти (9). Система условий (9) осталась неизменной, 
так как четвертый коэффициент сплайна предпола-
гается оставить свободным, чтобы варьировать его 
значения для получения не одного, а множества 
сплайнов, удовлетворяющих условиям системы (9). 
Третье уравнение является тождеством, поэтому мы 
имеет три уравнения для определения коэффициен-
тов 2 3 4a ,a ,a : 

2 3 4
2 3 4

2 2
2 3 4 2 3 4

a a a 0,5;

2a 6 a 12 a 2a 6 a 12 a .

⎧α +α +α =⎪
⎨
− − α − α = + α + α⎪⎩

(15) 

Выразив все коэффициенты сплайна через 4a  и 
α , получим: 

2 2
2 4 c2 2

c

c
3 3 3

c

3 3a a f ;
24f

5f1a .
24f

= + α
α

α
= − −

α

 

 
3. Синтез сигналов  

на основе сплайн-функций  
Синтез сигналов выполнен в результате под-

становки найденных коэффициентов сплайна ia  в 

выражения (6) с последующим нахождением преоб-
разования Фурье от спектральной плотности (4). В 
результате определим выражения для сигналов со 
спектральными плотностями в виде сплайн-функций 
второго и третьего порядков 



Системи обробки інформації, 2008, випуск 6 (73)                                                                         ISSN 1681-7710 

 96 

[ ]C C
2 2 2 3

C

2 cos(f t) 1 sin(f t)
g (t)

f t

⋅α ⋅ − ⋅ ⋅
π= −

α
;  (16) 

[ ]C C C C
3 3 3 4

C

23 sin(f t) sin(f t) f tcos(f t)
g (t)

f t

⋅ ⋅ ⋅α⋅ − ⋅α⋅ ⋅α⋅
π=

α
.(17) 

Сигнал со спектральной плотностью в виде 
сплайна четвертого порядка, является функцией 
коэффициента 4a  и параметра α  и имеет вид 

( )

( )

4 4
C 4 C C

4 3 3 5
C

2 2 2 2 2 2 3 3
C 4 C C C 4 C

3 3 5
C

23 sin(f t) 1 10a f t sin( f t)
g (t)

f t

f t 2a f (f t 8) cos( f t) 16a f
.

f t

⎡ ⎤⋅ + α ⋅ α⎢ ⎥⎣ ⎦π= −
α

α⋅ + α α − α − α
−

α

(18) 

Исследуем сигналы (16-18) по критерию  

2

T

2

0

g(t) dt

,

g(t) dt

∞

∞
η =

∫

∫
     (19) 

где j2 f1g(t) X(f ) e df
2

∞
− π

−∞

= ⋅
π ∫  – импульс со спек-

тральной плотностью вида X(f ) . 

Критерий (19) характеризует долю энергии 
сигнала вне первого лепестка сигнала. 

Согласно (19) для сплайнов второго и третьего 
порядков была определена зависимость уровня энер-
гии  от значения коэффициента ската α. Для сплайнов 
четвертого порядка выполнен поиск оптимального по 
критерию (19) набора коэффициентов ia .  

Как было показано выше, сплайн четвертого 
порядка является функцией двух переменных – ко-
эффициента сплайна 4a  и коэффициента ската α, 

следовательно, при различных значениях α, можно 
определить значения 4a , при которых выражение 

(19) будет минимальным. 
На рис. 2 представлен график изменения кри-

терия (19) от коэффициента сплайна 4a  при α = 0,5. 

Используя метод Ньютона, можно определить 
оптимальное по критерию (19) значение коэффици-
ента 4a , которое при α = 0,5 составляет 4a = 16,815. 

На рис. 3 и рис. 4 приведены частотные и вре-
менные характеристики сигнала со спектром типа 
«приподнятый косинус» и сигнала на основе сплай-
на четвертого порядка при α = 0,5 и Cf 1= . 

 
Рис. 2. Зависимость критерия  η  
от коэффициента сплайна 4a  

 
Рис. 3. Спектр сигнала в виде сплайна и спектр  

«приподнятого косинуса» при α=0,5 

 
Рис. 4. Логарифм модуля синтезированного сигнала и сигнал 
со спектром типа «приподнятый косинус» при α = 0,5 

 
Как видно из приведенных рисунков, первый бо-

ковой лепесток синтезированного сигнала меньше, чем 
у сигнала со спектром типа «приподнятый косинус».  

В табл. 1 приведены значения коэффициентов 
полиномов и значения критерия η  при различных 
коэффициентах ската α для сигналов в виде сплай-
нов второго и третьего порядка. В табл. 2 приведены 
аналогичные значения для сигналов в виде сплайна 
четвертого порядка и сигнала, обладающего спек-
тром типа «приподнятый косинус». 
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Таблица 1 
Уровень энергии вне основного лепестка для сигналов 
в виде сплайнов второго и третьего порядков ( Cf 1= ) 

Сплайн 2 порядка Сплайн 3 порядка α a2 η1 a2 a3 η1 
0,1 50 0,0773 75 –250 0,0754 
0,3 5,5556 0,0451 8,3333 –9,2593 0,0408 
0,5 2 0,0227 3 –2 0,0181 
0,7 1,0204 0,0093 1,5306 –0,7289 0,0058 
0,9 0,6173 0,0028 0,9259 –0,3429 0,0010 
1 0,5 0,0014 0,75 –0,25 0,0004 

 
Таблица 2 

Уровень энергии вне основного лепестка для сигнала, 
в виде сплайна четвертого порядка 
и «приподнятого косинуса» ( Cf 1= ) 

Сплайн 4 порядка 
α 

Прип. 
косинус 

(η) 
a2 a3 a4 η1 

0,1 0,0760 448,623 –6477,04 24908,2 0,0754 
0,3 0,0420 36,4168 –165,279 208,026 0,0408 
0,5 0,0191 9,3057 –23,0191 16,8153 0,0095 
0,7 0,0066 3,2400 –4,8225 2,3392 0,0026 
0,9 0,0014 1,2718 –0,9835 0,2847 0,0007 
1 0,0005 0,8052 –0,3420 0,0369 0,0004 

 
Результаты, приведенные в табл. 1 и 2 показы-

вают, что синтез сигналов на основе сплайнов вто-
рого порядка не целесообразен, так как не позволяет 
решить поставленную задачу и получить выигрыш 
по критерию (19), независимо от значения α. Ис-
пользование сплайнов 3-го порядка позволяет полу-
чить незначительный выигрыш по степени концен-
трации энергии. Наибольший выигрыш, по сравне-
нию с приподнятым косинусом, достигается приме-
нением сплайнов 4-го порядка для случая 

[0,5; 0,9]α∈ . 

Заключение 
Предлагаемый в работе подход к синтезу сиг-

налов с компактным спектром, удовлетворяющих 
критерию Найквиста, на основе сплайнов позволяет 
получить новые классы сигналов, обладающий 

меньшим уровнем энергии в боковых лепестках им-
пульсной характеристики, по сравнению с широко 
применяемым сигналом со спектром в виде «при-
поднятого косинуса».  

Научная новизна полученных результатов за-
ключается в следующем: 

1. В работе синтезированы сигналы с компакт-
ным спектром, удовлетворяющие критерию Найк-
виста, на основе сплайнов второго, третьего и чет-
вертого порядков.  

2. Получены аналитические выражения сигна-
лов в виде сплайнов, исследованы их характеристики. 

3. Синтезированы сигналы, имеющие меньший 
уровень боковых лепестков, чем у сигнала со спек-
тром типа «приподнятый косинус».  

Практическая значимость полученных ре-
зультатов состоит в возможности повышении качест-
ва систем передачи информации, которая достигается 
за счет уменьшения влияния боковых лепестков. 

Направлением дальнейших исследований явля-
ется анализ характеристик полученных сигналов и 
разработка методов их аппаратной реализации. 
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СИНТЕЗ СИГНАЛІВ З КОМПАКТНИМ СПЕКТРОМ НА ОСНОВІ СПЛАЙН-ФУНКЦІЙ 
А.В. Омельченко, А.А. Астраханцев, А.В. Шкловець 

Розроблений метод синтезу сигналів з компактним спектром, що задовольняють критерію Найквіста. За крите-
рієм мінімуму енергії у бокових пелюстках виконаний синтез сигналів у вигляді сплайн-функцій другого, третього і чет-
вертого порядку. Для отриманих результатів оцінений виграш у порівнянні з сигналами, що мають спектр типу «підне-
сений косинус». Виконано порівняння отриманих сигналів з сигналами, які використовуються у цифрових системах 
зв’язку. 

Ключові слова: синтез, сигнали с компактним спектром, критерій Найквіста, представлення сигналів, сплайн, 
міжсимвольна інтерференція 

 
SYNTHESIS OF SIGNALS WITH A COMPACT SPECTRUM ON THE BASIS OF SPLINES-FUNCTIONS 

А.V. Omelchenko, А.А. Аstrakhantsev, А.V. Shklovets 
The questions of synthesis of signals with a compact spectrum fitting to criterion Nyquist on the basis of splines-functions 

are considered. By criterion of a minimum of power in side lobes the synthesis of signals as splines-functions second, third and 
fourth order is fulfilled. The obtained signals have a prize by the pointed criterion, in comparison with a signal having spectrum 
of a type «raised cosine». 

Keywords: synthesis of signals with a compact spectrum, criterion Nyquist, representation of signals as splines, intersym-
bol interference.  


