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В.В. Бараннік, О.В. Слободянюк  
Висловлюється побудова методу нумерації тривимірних двійкових структур з врахуванням зв'язності ізотопних 

рівнів рельєфу зображення в двовимірному поліадичному просторі. Нумерація базується на: лексикографічному правилі, 
що визначає старшинство допустимих тривимірних двійкових структур; тому, що елементи тривимірної двійкової 
структури одночасно задовольняють обмеженням щодо позицій із забороною одиничних значень і обмеженням на 
динамічний діапазон, визначуваними двовимірним поліадичним простором; нумерації зв’язних тривимірних перестано-
вок з повтореннями в двовимірному двійковому поліадичному просторі. Це дозволяє формувати вагові коефіцієнти по 
мірі накопичення кількості позицій із забороною появи одиниць. Стискування тривимірних двійкових структур досяга-
ється за рахунок скорочення комбінаторної надмірності, викликаної наявністю на кожному ізотопному рівні позицій із 
забороною появи одиниць. 

Ключові слова: рельєфне представлення зображень, архітектурне позиціонування, кодування. 
 

NUMERATION LIAISONS OF BINARY STRUCTURES IS IN 2-D POLYADICAL SPACE 
V.V. Barannik, A.V. Slobodyanyuk  

The construction of method of numeration of three-dimensional binary structures is expounded taking into account the 
compendency of isotopic levels of relief of image in two the measured polyadical space. Numeration is based on: lexicographic 
rule, determining seniority of possible three-dimensional binary structures; that the elements of three-dimensional binary struc-
ture simultaneously satisfy limits in relation to positions with prohibition of single values and limits on a dynamic range, deter-
mined two by the measured polуadical space; numerations of three-dimensional transpositions with reiterations in two the meas-
ured binary polyadical space. It allows to form gravimetric coefficients as far as the accumulation of amount of positions with 
prohibition of appearance of units. The compression of three-dimensional binary structures is arrived at due to reduction of 
combinatory surplus, caused a presence at every isotopic level of positions with prohibition of appearance of units. 

Keywords: relief presentation of images, architectural positioning, encoding. 
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МЕТОДЫ СЖАТИЯ ТАБЛИЧНЫХ ЦИФРОВЫХ ДАННЫХ  

В МОДУЛЯРНОЙ АРИФМЕТИКЕ 
 
Рассмотрены методы реализации информационного сжатия цифровых данных результатов выполнения 

одновременно арифметических операций сложения, вычитания и умножения в модулярной арифметике. 
 
Ключевые слова: цифровые данные, модулярная арифметика. 
 

Введение 
Одним из перспективных направлений повы-

шения пользовательской производительности, дос-
товерности и надежности функционирования вы-
числительных комплексов в реальном времени, при  
решении сложных научно-технических задач,  явля-
ется внедрение нетрадиционных методов представ-
ления и обработки информации в числовых систе-
мах с параллельной структурой, и в частности, в так 
называемых модулярных системах счисления, обла-
дающих максимальным уровнем внутреннего па-
раллелизма в организации процесса переработки 
информации. К таким системам счисления относит-
ся и непозиционная система счисления в модуляр-
ной арифметике (МА).  

Известная непозиционная система счисления в 
остаточных классах, как отмечается в [1, 2], облада-
ет важным свойством независимости остатков числа 
друг от друга по принятой системе оснований. Этот 
аспект открывает перспективные направления в 

создании не только новой машинной модулярной 
арифметики, но и принципиально новой схемной 
реализации архитектуры вычислительных комплек-
сов (ВК).  

Основными преимуществами МА являются 
возможность разработки и внедрения высокоэффек-
тивных алгоритмических и аппаратных архитектур 
вычислительных структур параллельно-
конвейерного типа. При этом обеспечивается, во-
первых, высокая степень интеграции и унификации 
арифметических блоков и вычислительных узлов и, 
во-вторых, использования уникальных корректи-
рующих свойств непозиционных кодовых структур 
при обнаружении и исправлении, а также при кон-
троле ошибок в динамике вычислительного процес-
са, т.е. в реальном времени без останова вычисле-
ний. И, наконец, использования свойств машинной 
арифметики в МА позволяет организовать высоко-
производительную реализацию вычислительных 
процессов, требующих больших объемов вычисле-
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ний. В свете изложенного необходимо дать характе-
ристику основным свойствам МА. 

1. Независимость остатков. Это свойство дает 
возможность строить архитектуру ВК в виде набора 
независимых вычислительных трактов (отдельных 
вычислителей, функционирующих по своему опре-
деленному модулю mi в МА). При этом время реа-
лизации арифметических операций определяется 
временем реализации в вычислительном тракте ВК 
по наибольшему основанию mn МА. Следовательно, 
ошибки, возникающие за счет отказов (сбоев) схем 
двоичных разрядов в произвольном вычислитель-
ном тракте ВК, не «размножаются» в соседние трак-
ты (остаются в пределах одного остатка), что дает 
возможность повысить достоверность вычислений в 
МА. 

2. Равноправность остатков. Любой остаток ai 
числа А = (a1, a2, …, an) несет информацию обо всем 
исходном числе. Использование этого свойства 
совместно с первым свойством и идеей структурно-
го резервирования, может позволить синтезировать 
надежностную модель ВК в МА, соответствующую 
модели динамического резервирования в позицион-
ных системах счисления (ПСС). 

3. Малоразрядность остатков. Это свойство 
позволяет существенно повысить быстродействие 
выполнения арифметических операций как за счет 
малоразрядности построения  вычислительных 
трактов ВК, так и за счет возможности примене-
ния (в отличии от ПСС) табличной арифметики, 
где арифметические операции сложения, вычита-
ния и умножения выполняются практически в 
один такт[4, 5]. 

Основные свойства МА обуславливают высо-
кое быстродействие выполнения арифметических 
операций за счет возможности представления и 
реализации алгоритмов машинной арифметики в 
конвейерно-табличной (матричной) форме. По-
скольку  все основные достоинства МА более полно 
проявляются при использовании табличного прин-
ципа реализации арифметических операций, т.е. при 
использовании табличных (матричных) коммутато-
ров, реализующих модульные операции, логично 
предположить, что по мере совершенствования и 
развития технологии производства запоминающих 
устройств на БИС и СБИС в виде логических про-
граммируемых матриц (ПЛМ) или программируе-
мых логических интегральных схем (ПЛИС), со-
ставляющих основу для реализации табличных ме-
тодов вычислений в МА, интенсивность исследова-
ний в направлении создании табличных алгоритмов 
реализации модульных операций будет возрастать. 

Целью статьи является разработка и дальней-
шее совершенствование методов табличной ариф-
метики в МА и, в частности, разработка универ-
сальных табличных методов информационного сжа-

тия цифровых данных результатов выполнения од-
новременно арифметических операций сложения, 
вычитания и умножения в модулярной арифметики 
на основе использования кода табличного умноже-
ния (КТУ). 

Анализ последних исследований. Операцион-
ное устройство (ОУ) ВК в МА принципиально мо-
жет быть выполнено следующим образом: в сумма-
торном варианте (на базе малоразрядных двоичных 
сумматоров) [1]; при использовании кольцевых 
регистров сдвига (КРС) [5]; используя прямой логи-
ческий метод [4] и в табличном (матричном) вари-
анте [5]. 

При построении ОУ на основе использования 
первых двух вариантов каждый остаток числа в МА, 
представленный двоичным кодом, обрабатывается 
независимо от других, и время выполнения всей 
операции определяется временем, необходимым для 
получения результата по наибольшему основанию. 

Отметим основные недостатки этих двух вари-
антов выполнения арифметических операций: 

– некоторая сложность синтеза двоичных сум-
маторов и КРС; 

– значительное время преобразования инфор-
мации, определяемое величиной максимального 
основания МА, что существенно для ВК с большой 
разрядной сеткой; 

– сложность технической реализации операции 
умножения; 

– не эффективное использование двоичных 
элементов разрядной сетки ВК, вследствие возмож-
ной избыточности представления максимальных 
чисел. 

Эффективным методом повышения надежно-
сти и производительности ВК является использова-
ние при реализации арифметических операций мат-
ричных схем на основе использования постоянных 
запоминающих устройств (ПЗУ), ПЛМ, а также 
ПЛИС. Малая потребляемая мощность, повышен-
ные надежностные характеристики и компактность 
матричных схем открывают широкие перспективы 
использования их в качестве основных составляю-
щих структуры ОУ ВК. 

Из проведенных исследований [1, 2, 5] очевид-
но, что вопросы, связанные с выполнением арифме-
тических операций табличными методами (посред-
ством ПЗУ), целесообразно рассматривать лишь в 
применении к ВК в МА. 

Отметим достоинства матричного (табличного) 
варианта построения ВК в МА: 

– матричные схемы имеют высокую конструк-
тивную надежность, так как реализуются в виде 
компактных ПЗУ; в этом случае ВК строится по 
блочному принципу, что улучшает ремонтопригод-
ность ВК (в частности, уменьшается среднее время 
восстановления); 
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– простота построения матричных схем и де-
шифраторов, имеющих количество выходов равное 
величине основания МА; 

– высокое быстродействие: результат операции 
может быть получен в момент поступления входных 
операндов, т.е. в один такт; таким образом, время 
выполнения арифметических операций в МА срав-
нимо с тактовой частотой вычислителя, что принци-
пиально невозможно для позиционного ВК. 

Поиск путей повышения производительности и 
надежности ВК, за счет упрощения его структуры, 
привел к необходимости разработки табличных 
методов и алгоритмов реализации модульных опе-
раций, позволяющих повысить эффективность при-
менения табличной арифметики. 

В [1] показано, что при применении методов 
специального кодирования информации в МА (це-
лью которых является сокращение элементов таб-
лиц ПЗУ, реализующих результаты выполнения 
арифметических операций) позволяет добиться того, 
что количество оборудования ОУ при табличном 
построении может быть не больше количества обо-
рудования необходимого при сумматорном принци-
пе построения ОУ ВК в МА. 

Под табличной реализацией арифметических 
операций ( )i i ic f a ,= β  понимается организация 
такой таблицы, в которой каждой комбинации вход-
ных величин ia  и iβ  соответствует одно и только 
одно значение выходной величины ic . 

Изложение основного материала 
Вначале рассмотрим известный табличный ме-

тод реализации операции модульного умножения. с 
использованием КТУ. Составим таблицу aiβi (mod 
mi) модульного умножения для произвольного осно-
вания mi МА. Эта таблица симметрична относитель-
но левой (главной) и правой диагоналей, а также 
вертикали и горизонтали. Симметричность относи-
тельно левой диагонали определяется коммутатив-
ностью операции aiβi  умножения, а симметричность 
относительно правой диагонали определяется тем, 
что  

(mi – ai)(mi – βi) ≡ aiβi(mod mi). 
Симметричность относительно вертикали и го-

ризонтали определяется из условия кратности зна-
чения модуля сумме симметричных чисел таблицы 
умножения: 

aiβi + ai(mi - βi) ≡ 0(mod mi); 
aiβi + βi (mi - ai) ≡ 0(mod mi). 

Исходя из вышеизложенного очевидно, что для 
табличной реализации операции модульного умно-
жения aiβi (mod mi) достаточно иметь числовую 
информацию только о ее восьмой части. Отсюда 
возникает возможность упростить таблицу (количе-
ство схем совпадения И матричного ПЗУ) модуль-

ного умножения (отметим, что уменьшение таблицы 
в восемь раз приводит к необходимости произво-
дить предварительный анализ величин входных 
операндов ai и βi.) Использование этого варианта 
увеличивает время и техническую сложность реали-
зации данной арифметической операции. 

Для наиболее эффективной реализации опера-
ции aiβi (mod mi) применяются методы специального 
кодирования, позволяющие в четыре раза умень-
шить таблицу модульного умножения. Решение 
поставленной задачи возможно в результате приме-
нения специальных кодов. Рассмотрим один из ва-
риантов выполнения операции модульного умноже-
ния посредством использования КТУ (табл. 1 и 2 
для mi = 5). 

Пусть даны входные операнды ai и βi. Значения 
ai(βi), лежащие в диапазоне [0, (mi – 1)/2), могут 
быть закодированы произвольным способом, а зна-
чения ai(βi), лежащие в диапазоне [(mi + 1)/2, mi – 1), 
кодируется как mi - a (mi – βi) . Для отличия диапа-
зонов вводится следующий индекс (признак) КТУ: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

i i i
a

i i i i

0,  если 0 a m 1 / 2;

1,  если m 1 / 2 a m 1.β
≤ β ≤ −⎧⎪γ γ = ⎨
+ ≤ β ≤ −⎪⎩

 

Алгоритм определения результата операции 
модульного умножения посредством КТУ следую-
щий: 

если заданы два операнда в КТУ 

( ) ( )i a i i ia ,a , ,β′ ′= γ β = γ β , то для того, чтобы полу-

чить произведение этих чисел по модулю mi, доста-
точно найти произведение ( )i i ia mod  m′ ′β  и инвер-

тировать его обобщенный индекс γi в случае, если γa 
отлично от γβ, т.е. 

( ) ( )( )i i i i i i ia mod  m ,a mod  m′ ′β = γ β , 

где 

i а

i а

,  если ;

,  если ;
β

β

γ γ ≠ γ⎧⎪γ = ⎨γ γ = γ⎪⎩
 i а

i
i i а

a ,  если 0;
a

m a ,  если 1.
γ =⎧

′ = ⎨ − γ =⎩
 

При использовании данного алгоритма ПЗУ, 
реализующее операцию модульного умножения, 
конструктивно уменьшаются в четыре раза. При 
выполнении операции табличными методами в не-
которых случаях возможно дополнительное умень-
шение оборудования за счет того, что строится не 
единая таблица для модульных операций, а k боле 
мелких таблиц, позволяющих дать ответы по каж-
дому из k разрядов результата, где k – разрядность 
регистра, необходимая для хранения цифр остатка 
по рассматриваемому основанию mi МА. 

До настоящего времени вопросы эффективной 
реализации арифметических операций сложения и 
вычитания с использованием КТУ в литературе 
либо не рассматривались, либо такая реализация 
считалась исследователями невозможной. Основная 
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трудность заключается в том, что довольно сложно 
синтезировать табличные алгоритмы выполнения 
этих модульных операций, так как таблицы реали-
зации модульных операций сложения и вычитания 
различны по своей цифровой структуре, вследствие 
чего они не обладают теми свойствами симметрии, 
которыми обладают таблицы модульного умноже-
ния. Однако совершенно иные результаты можно 
получить, исследуя возможности реализации одной 
модульной операции с помощью таблиц, реализую-
щих обратную ей операцию, и наоборот. 

При исследовании цифровых свойств таблиц 
модульных операций сложения и вычитания доказа-
но следующее аналитическое соотношение 

( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

a i i

i a i i i

, a ,

m ,a , 0 mod m ,

β

β

⎡ ⎤′ ′γ + γ β +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤′ ′+ − γ − γ β =⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1) 

где ( )i a ia ,a′= γ , ( )i i,β ′β = γ β  – входные операнды, 

представленные в КТУ. Запишем выражение (1) в 
виде 

( ) ( ) ( ) ( ){ }a i i i i a i i, a , m m ,a ,β β′ ′ ′ ′⎡ ⎤γ + γ β = − − γ − γ β⎣ ⎦ .(2) 

Из выражения (2) следует, что для получения 
результата операции модульного сложения в КТУ 
достаточно знать результат операции модульного 
вычитания, т.е. возникает возможность эффективно 
(с точки зрения уменьшения количества оборудова-
ния ПЗУ) использовать КТУ одновременно для трех 
модульных операций: умножения, сложения и вы-
читания. 

На основе выражения (2) может быть разрабо-
тан метод, позволяющий осуществлять выполнение 
любой из трех арифметических операций в МА: 
умножение, сложение и вычитание. В соответствии 
с выражением (2) составим поэтапный алгоритм 
реализации операции модульного сложения. 

Первый этап. Уменьшаемое ( )i a ia ,a′= γ  ин-
вертируется по модулю mi, т.е. получим следующее 
выражение: ( )( )i a ia 1 mod 2,a′= γ + . Вычитаемое 

( )i,β ′γ β  оставляем без изменений. 

Второй этап. Посредством ПЗУ, реализующего 
операцию модульного вычитания, по входным опе-
рандам ia′  и i′β  определяется результат операции 

( )i i ia mod m′ ′−β . Как и для алгоритма модульного 

умножения индекс γi результата операции модульно-
го вычитания формируется в соответствии со значе-
ниями индексов соответствующих операндов, т.е. в 
соответствии со значениями (γa + 1) mod 2 и γβ, где 

( )
( )

a
i

a

,  если 1 mod 2 ;

,  если 1 mod 2 .
β

β

⎧γ γ + ≠ γ⎪γ = ⎨
γ γ + = γ⎪⎩

 

Следовательно, результат операции модульно-
го вычитания будет иметь следующий вид: 

( )( )i i i i, a mod m′ ′γ −β . 

Третий этап. Полученный результат модульно-
го вычитания инвертируем по модулю mi: 

( ) ( )( )i i i i1 mod 2, a mod m′ ′γ + −β , 

где индекс КТУ результата операции равен значе-
нию  

Это и будет искомый результат модульного 
сложения. 

Последовательность выполнения полученного 
алгоритма схематично можно представить в упро-
щенном виде следующим образом: 

( ) ( )
( ){ } ( )

i i i i i

i i i i i i

a m a

m m a a .

−β → − −β →⎡ ⎤⎣ ⎦

→ − − −β → +β⎡ ⎤⎣ ⎦
 

Таким образом, несмотря на различие цифро-
вой структуры таблиц модульных операций сложе-
ния, вычитания и умножения, нами получен новый 
оригинальный табличный алгоритм для реализации 
арифметических операций в МА. С помощью этого 
алгоритма можно построить конструктивно простое 
и высоконадежное ОУ ВК в МА, основу которого 
составляют три отдельных ПЗУ, каждое из которых 
реализует только 0,25 части соответствующей пол-
ной таблицы модульных операций умножения 
(табл. 2) и вычитания (табл. 4) (первое ПЗУ – II-
квадрант таблицы умножения (табл. 5); второе и 
третье ПЗУ – соответственно I (табл. 7) и II (табл. 6) 
квадранты табл. 4 вычитания). В этом плане код 
табличного умножения приобрел новое качество и 
стал универсальным табличным кодом для выпол-
нения трех арифметических операций в МА. 

Рассмотрим еще один возможный вариант по-
строения алгоритма выполнения арифметических 
операций в МА. 

Из выражения (1) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( ){ }a i i a i i i, a , , a m ,β β⎡ ⎤′ ′ ′ ′γ − γ β = γ + − γ β⎣ ⎦ .  (3) 

Из выражения (3) следует, что результат 
операции модульного вычитания можно полу-
чить посредством ПЗУ, реализующего операцию 
модульного сложения. В этом случае алгоритм 
будет иметь следующий вид. 

Первый этап. В соответствии с выражением (3) 
второе слагаемое i′β  инвертируем по модулю mi: 

( )( )i i1 mod 2,β ′β = γ + β . 

Второй этап. С помощью ПЗУ для модульного 
сложения по входным операндам ia′  и i′β  определим 

значение модульной суммы в виде ( )i i ia mod m′ ′+ β . 
Окончательный результат выполнения опе-

рации модульного вычитания будет иметь сле-
дующий вид: 
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Таблица 1 

КТУ КТУ 
аі γа аі′ 

аі γа аі′ 
1 0 1 3 1 2 
2 0 2 4 1 1 

 
Таблица 2                          Таблица 3 

       аі 
βі 

0 1 2 3 4            аі 
βі 

0 1 2 3 4 

0 0 0 0 0 0  0 0 1 2 3 4 
1 0 1 2 3 4  1 1 2 3 4 0 
2 0 2 4 1 3  2 2 3 4 0 1 
3 0 3 1 4 2  3 3 4 0 1 2 
4 0 4 3 2 1  4 4 0 1 2 3 

 
Таблица 4 

       аі 
βі 

0 1 2 3 4 

0 0 1 2 3 4 
1 4 0 1 2 3 
2 3 4 0 1 2 
3 2 3 4 0 1 
4 1 2 3 4 0 

 
Таблица 5              Таблица 6 

1 2  1 2                      аі 
     βі 4 3  

                       аі 
    βі 4 3 

1 4 1 2  1 4 0 1 
2 3 2 4  2 3 4 0 

 
Таблица 7      Таблица 8 

2 1       1     2                      аі 
         βі 3 4  

                       аі 
          βі      4     3 

1 4 2 3  1 4 2 3 
2 3 1 2  2 3 3 4 

 
Таблица 9 

    2    1                          аі 
            βі     3    4 

1 4 4 0 
2 3 0 1 

 

( ) ( )( )i i i1 mod 2, a mod mβ ′ ′γ + +β , 

где индекс КТУ результата операции равен значе-
нию  

Схематично этот алгоритм может быть пред-
ставлен в виде  

( ) ( ) ( )i i i i i i ia a m a+β → + −β → −β⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

При реализации модульных операций посред-
ством второго алгоритма основу ОУ составляют 

также три табличных ПЗУ, каждое из которых реа-
лизует 0,25 части соответствующей полной таблицы 
модульных операций умножения (табл. 2) и сложе-
ния (табл. 3)(первое ПЗУ – II-квадрант таблицы 
умножения (табл. 5); второе и третье ПЗУ – соответ-
ственно I (табл. 9) и II (табл. 8) квадранты табл. 3 
сложения).  

При реализации арифметических операций ум-
ножения, сложения и вычитания второй предложен-
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ный алгоритм позволяет за меньшее время и с 
меньшими аппаратными затратами (по сравнению с 
первым алгоритмом) выполнять в МА данные 
арифметические операции.  

Выводы 

В статье рассмотрены методы реализации ин-
формационного сжатия цифровых данных результа-
тов выполнения одновременно трёх арифметических 
операций в модулярной арифметике, в основе кото-
рых лежат предложенные табличные алгоритмы. 
Данные алгоритмы (основанные на использовании 
КТУ) несмотря на различие свойств цифровых дан-
ных структур таблиц, реализующих модульные 
операции (ai ⊗ βi) mod mi, позволяют реализовать 
всего 0,25 части каждой из полных таблиц, что ра-
нее предполагалось невозможным. При реализации 
модульных операций сложения и вычитания КТУ 
приобрел новые качества и стал общим для выпол-
нения всех трех вышеперечисленных арифметиче-
ских операций в МА. 

Таким образом, при выполнении посредством 
предложенного метода всех трех арифметических 
операций можно добиться сокращения до 75% обо-
рудования ПЗУ (например, для первого алгоритма 
используются табл. 5, 6 и 7; для второго алгоритма – 
табл. 5, 8 и 9), посредством которых реализуются 
данные операции, что в свою очередь,  в зависимо-
сти от длины машинного слова (величины разряд-
ной сетки), позволит сократить до ≈ (50 – 60)% обо-
рудования табличного операционного устройства 
ВК в МА. Можно также предположить, что с увели-
чением длины разрядной сетки ВК (что характерно 
для современной тенденции развития вычислитель-
ных средств информационно-управляющих и ин-
формационно-расчетных систем), эффективность 
применения предложенного метода существенно 
возрастает. 

Результаты проведенных исследований могут 
быть использованы в системах и устройствах обра-
ботки в реальном времени больших массивов циф-
ровой информации: при решении задач цифровой 
фильтрации, криптографических преобразованиях в 

полях Галуа, при разработке криптографических 
систем на основе использования преобразований 
Хартли, а также при необходимости реализации 
модульных преобразований в устройствах с повы-
шенными требованиями по быстродействию выпол-
нения сложных расчетных задач в целочисленной 
модульной арифметики, например, при решении 
задачи по обеспечению необходимого уровня стой-
кости криптографических средств за счет выполне-
ния арифметических операций над целыми числами. 
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МЕТОДИ СТИСНЕННЯ ТАБЛИЧНИХ ЦИФРОВИХ ДАНИХ В МОДУЛЯРНіЙ АРИФМЕТИЦІ 
В.І. Барсов 

Розглянуто методи реалізації інформаційного стиснення цифрових даних результатів виконання одночасно ари-
фметичних операцій складання, віднімання і множення в модулярній арифметиці. 

Ключові слова: цифрові дані, модулярна арифметика. 
 

METHODS OF COMPRESSION OF TABULAR DIGITAL DATA IN MODULAR TO ARITHMETIC 
V.I. Barsov 

The methods of realization of informative compression of these digital results of implementation simultaneously of arithme-
tic operations of addition, deduction and increase in modular arithmetic are considered. 

Keywords: digital data, modular arithmetic. 
 


