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В статье рассматриваются вопросы построения математической модели контура наведения зенит-

ных управляемых ракет. Приводится пример построения структурной схемы контура наведения, реали-
зующего «классическое» пропорциональное управление по угловой скорости линии дальности. Рассмотрены 
условия, при которых пропорциональный метод наведения считается оптимальным. Исследуется модель 
кинематического звена, используемого в структурной схеме контура наведения, реализующего модифици-
рованный (оптимальный) метод пропорционального сближения. 
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b"еде…,е 

Постановка проблемы и анализ литера-
туры. Теория управления движением, которая все 
чаще называется теорией наведения, возникла как 
одно из направлений общей теории управления. Од-
ной из важнейших задач теории наведения является 
изучение информационных процессов, протекаю-
щих в контуре наведения ракеты. В настоящее вре-
мя существует ряд проблемных вопросов препода-
вания теории наведения ЗУР [1, 2]. Одним из спосо-
бов преодоления этих проблем есть использование в 
учебном процессе математических моделей систем 
наведения зенитных ракет. Роль математического 
моделирования при изучении современных систем 
оружия трудно переоценить. Вместе с тем в отече-
ственной литературе крайне мало работ, посвящен-
ных моделированию контуров наведения современ-
ных ракет и анализу современных методов наведе-
ния. В учебной литературе [3, 4] рассматриваются 
только классические варианты построения систем 

наведения. Системы самонаведения с радиокоррек-
цией, в которых используется модифицированный 
метод пропорционального сближения, в учебной 
литературе практически не рассматриваются, хотя 
такие системы давно состоят на вооружении. При 
разработке математических моделей зенитных ра-
кет, предназначенных для анализа практических 
пусков в войсках и использования в учебном про-
цессе, очень ценным будет использование опыта 
разработки соответствующих моделей в процессе 
проектирования систем наведения [5 – 7]. 

Цель статьи. Анализ задачи моделирования 
контура наведения современных зенитных ракет, 
использующих модифицированный метод пропор-
ционального сближения.  

n“…%"…%L м=2е!,=л 
Сложность динамических процессов, проте-

кающих в контуре наведения, наличие ряда ограни-
чений на управление требует при моделировании 
решения систем нелинейных дифференциальных 
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уравнений высокого порядка. Однако моделирова-
ние остается только экспериментом. А только тео-
рия способна дать необходимый уровень обобщения 
[5, 6]. Поэтому при анализе систем наведения мы 
будем использовать два подхода к созданию моде-
лей. Первоначально будем исследовать математиче-
скую модель, поддающуюся математическому ана-
лизу и учитывающую главную специфику контура 
наведения, а именно метод наведения. В дальней-
шем функционирование систем наведения ракет, 
реализующих выбранный метод наведения, иссле-
дуем с помощью имитационно-моделирующих про-
грамм, максимально полно отражающих функцио-
нирование реальных систем наведения ракет. 

Относительное движение ракеты и цели в каж-
дый момент времени удобно характеризовать векто-
рами дальности , относительной скорости R(t)

r
V(t)
r

 

и относительного ускорения  (рис. 1). ц рJ(t) J J= −
r r r

 
Независимо от начальных условий в каждом 

полете модуль вектора дальности имеет минимум. 
Кратчайшее расстояние между ракетой и целью 
принято называть пролетом  (или промахом). h(t)

r

Процессом наведения называется прогнозиро-
вание пролета  и управление ракетой, обеспе-
чивающего его уменьшение. Система наведения 
должна обеспечить измерение пролета и направить 
вектор относительного ускорения  навстречу век-
тору пролета. Увеличение текущего пролета дости-
гается таким маневром цели, при котором проекция 
ускорения  на направление пролета положительна. 
Структурная схема типового контура наведения по-
казана на рис. 2.  

h(t)
r

J
r

J
r

В теории наведения [6] контур наведения пред-
ставляется системой стабилизации, в которой в ка-
честве объекта регулирования рассматривается ки-
нематическое звено (КЗ). На КЗ воздействует воз-
мущение  и управление . Стабилизируемой 

координатой является пролет . Часто на борту 
ракеты не удается измерить пролет, а измеряется 

другая координата, которая используется для оцен-
ки пролета. С этой целью в контур наведения вво-
дится звено формирования измеряемой величины 
(ФИВ). Информационное устройство осуществляет 
измерение координат с ошибкой Ψ. Бортовой вы-
числитель (вычислительное и корректирующее зве-
нья) формирует управляющее воздействие (заданное 
ускорение J*), которое через исполнительное уст-
ройство (контур стабилизации) подается на объект 
регулирования. Контур стабилизации, задачей кото-
рого является воспроизведение с наилучшей точно-
стью заданного ускорения J*, подвержен воздейст-
вию возмущений, приложенных к ракете или авто-
пилоту. Та часть возмущений, которая не подавля-
ется автопилотом, является «ложной составляющей» 
в ускорении ракеты лJ

r
 и воздействует на систему 

подобно маневру цели. Информационное звено, БВ 
и контур стабилизации часто объединяют в единый 
автономный контур. 

цJ
r

рJ
r

h(t)
r

 
Кинематическое звено в системах самонаведе-

ния определяет в пространстве выбранной системы 
координат кинематические связи между ракетой и 
целью. В общем случае КЗ является сложным нели-
нейным и нестационарным объектом. Линеаризация 
кинематических зависимостей осуществляется с 
использованием ряда допущений и ограничений. 
Имеется большое количество вариантов описания 
кинематического звена. В ставших классическими 
системах самонаведения управление осуществляет-
ся по угловой скорости линии дальности (t)ω

r . 
Управляющее ускорение рассчитывается относи-
тельно линии дальности, а не линии относительной 
скорости в предположении постоянства скорости 
сближения . Такое управление будет эффектив-
ным если угол между векторами  и 

R&

R(t)
r

V(t)
r

 
(рис. 1) небольшой, т.е. выполняется условие: 

h < R.                                    (1) 
Для рассмотренных условий линеаризованное 

кинематическое звено может быть записано в сле-
дующем виде [4]: 

(t) Звено кинематиче-
ских связей 

 

(t)  

Рис. 1. Кинематика относительного движения 
ракеты и цели 

Рис. 2. Структурная схема контура наведения 
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Структурная схема контура наведения, реали-
зующая управление (4) представлена на рис. 3. Авто-
номный контур наведения, связывающий нормальное 
ускорение ракеты J

ц рR 2IRI J Jω− ω = −&& .                     (2) 

Выражение для мгновенного промаха имеет вид:  
2Rh

V
= ω⋅ (t)ω

r
.                           (3) р с угловой скоростью ЛВЦ  

описывается передаточной функцией вида [4]: 
Из (3) следует, что угловая скорость линии 

дальности позволяет измерять пролет с переменным 
масштабом: чем ближе ракета к цели, тем крупнее 
масштаб. Это свойство угловой скорости и исполь-
зуется в  пропорциональном методе наведения: 

a ð

ðãñ áâ pw
2 2

ðãñ ô

K (ð) J (ð) (ð)

k k k
.

(1 pT )(1 pT )(1 2 Òð Ò ð )

= ω =

′′
=

′+ + + ξ +

       (5) 

В современной теории оптимального управле-
ния для оценки качества функционирования систем 
автоматического управления широкое применение 
находит квадратичный функционал [7]: 

p н kλ = ⋅ω,                         (4) 

где  – команда управления ракетой;  – коэф-

фициент навигации.  
pλ нk

цJ  

R
1
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1  22
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pTT21

k

+ξ+

′′

 
ф

бв

pT
k
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)
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Рис. 3. Структурная схема контура наведения реализующего пропорциональное управление  
по угловой скорости линии дальности 

Кинематическое звено 

 
T

k tk k k k tk k
tk tktk k y T T

tk tk
to to

[x(t ) x (t )] Ã(t )[x(t ) x (t )]
I(x, x ,u, t ) M ,

[x( ) x ( )] L( )[x( ) x ( )]d u( ) K u( )d−

⎧ ⎫− − +
⎪ ⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎬
+ τ − τ τ τ − τ τ + τ τ τ⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ ∫ 1                         (6) 

 

где х(t) – вектор состояния объекта управления; хtk – 
требуемый вектор состояния объекта в конечный 
(терминальный) момент наведения; u(t) – вектор 
управления.  

tkr
2

y i
i 1 to

M u ( )d
=

⎧ ⎫⎪ ⎪τ τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∫ , что, по существу, определяет 

среднюю энергию вектора управления. 
Символ Мy – означает операцию определения ус-
ловного математического ожидания функционала 

 на интервале .  

Если не накладывать требований на траекто-
рию наведения а стремиться только к уменьшению 
конечного промаха и стараться минимизировать 
затраты на управление, то функционал качества 
можно записать в виде: 

tk kI(x, x ,u, t ) k 0t t−
Первое слагаемое характеризует отклонение 

состояния объекта управления от требуемых значе-
ний в конце самонаведения ракеты. Если  – 
единичная матрица, то первое слагаемое оптимизи-
рует среднеквадратичную ошибку самонаведения в 
момент встречи ракеты с целью ( ). 

tk
2

y 11 k p
to

I M Ã (t ) J ( )d .
⎧ ⎫⎪ ⎪= ω + τ τ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫kÃ(t )
                (7) 

В теории наведения найдено оптимальное 
управление для объекта управления (2) и функцио-
нала (7). Оптимальный закон наведения имеет вид: 

kt t=
Второе слагаемое имеет смысл обобщенной 

интегральной оценки качества переходных процес-
сов. В теории наведения интегральная оценка каче-
ства переходных процессов обеспечивает задание 
требований к траектории самонаведения.  

р .J 3R 1,5 Jц= ω+ ⋅
))&                              (8) 

Применение ПМН в (8) приводит к тому, что в 
качестве управляющего принимается уже не угловая 
скорость вращения ЛВЦ, а величина , что из-
меняет свойства системы наведения.  

R ⋅ω&Третье слагаемое характеризует затраты на 
управление, представляя собой интегральную квад-
ратичную оценку вектора управления u(t). При еди-
ничной матрице К третье слагаемое будет иметь вид 

Для дальнейшего рассмотрения преобразуем 
уравнение (2) в более удобный вид в соответствии с 
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Проинтегрировав левую и правую части (3) в 
предположении , получим: 

методикой, изложенной в [6]. Дальность можно за-
писать в виде: IRI const=&

0R(t) IRI(t t),= −&                            (9) 0IRI (t t) IRI L,ε − − Δε =& && &                      (12) 
где  – прогнозированное время наведения;  где  0t

ц р; J J J ;ε = ω = −&  
0t − t  – упрежденное время. 

t

0
du (0);Δε = ε +Δε∫ &

С учетом (9) выражения для (2) будет иметь 
вид:  

0 ц рIRI (t t) 2IRI J J .ω − − ω = −& &&                 (10) t

0
L Jdu L(0).= +∫& &  Выражение (10) можно заменить эквивалент-

ным: 
Соответствующая схема кинематического зве-

на показана на рис. 4. 
/

0 ц рIRI[ (t t)] IRI J J .ω − − ω = −& &                (11) 

 

 (+)  

Рис. 4. Структурная схема кинематического звена 

(t)  

 
 

)(tV
r

При этом закон наведения должен компенсиро-
вать ускорение цели и ускорение, определяемое те-
кущим пролетом, что и реализовано в оптимальном 
законе наведения (8). Передаточную функцию авто-
номного контура наведения (5) можно представить в 
виде: .

В случае, если относительная скорость  не 
совпадает с линией дальности (рис.1), то существует 
некоторая ортогональная скорость  

V R⊥ = ω,  
которая вызывает вращение ЛВЦ [2].  

а аК (р) К W(p)   =Дифференцируя , получим:  V⊥
Очевидно, что передаточная функция  

обладает свойством  
W(p)

(V ) N R IRI .⊥ ⊥′ = = ω− ω&&                 (13) 
С учетом (13) выражение (2) будет иметь вид: 

 p 0lim W(p) 1.→ =
ц рN IRI J J .⊥ = ω+ −&                    (14) 

Если время самонаведения на порядок превы-
шает постоянную времени автономного контура, то 
оператор автономного контура может быть заменен 
постоянным коэффициентом усиления. Контур на-
ведения для оптимального закона наведения (8) и КЗ 
в форме (12) может быть приведен к виду, представ-
ленному на рис. 5.  

Выражение для КЗ в форме (14) хорошо отра-
жает физическую сущность наведения.  

Линия визирования цели вращается с ускоре-
нием .  N⊥

Обнуляя это ускорение путем регулирования 
 можно обеспечить регулирование промаха.  рJ

 

Рис. 5. Структурная схема контура наведения  
для оптимального метода наведения 

Kн 

 

(t)   
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Кинематическое звено на рис. 5 преобразовано 
из КЗ на рис. 4 путем переноса точки суммирования. 
В современных системах наведения [5] реализованы 
законы наведения, сходные по своей структуре с 
законом наведения (8):  

b/"%д 

В статье рассмотрены вопросы построения мате-
матической модели контура наведения ЗУР. Получен-
ные результаты дают достаточно хорошее представле-
ние о процессах в системе наведения ЗУР и могут быть 
использованы в качестве учебного материала. p рн pn ц ц qJ K( )(R K J K J K q)= τ ω+ + Δ +& ,       (15) 

где  – составляющие, компен-

сирующие продольное ускорение ракеты, маневр 
цели и силу тяжести. 

рн pn ц ц qK J , K J , K qΔ
qC,“%* л,2е!=23!/ 
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Отличительной особенностью модели конту-
ра наведения (рис. 5) является ее простота.  
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А.Б. Скорик, А.С. Кирилюк, О.Ф. Галицький 
У статті розглядаються питання побудови математичної моделі контура наведення зенітних керованих ракет. 

Наводиться приклад побудови структурної схеми контура наведення, що реалізує «класичне» пропорційне керування за 
кутовою швидкостю лінії дальності. Розглянуті умови, при яких пропорційний метод наведення вважається оптималь-
ним. Досліджується модель кінематичної ланки, що використовується в структурній схемі контура наведення, який 
реалізує модифікований (оптимальний) метод пропорційного зближення. 

Ключові слова: контур наведення, модель кінематичної ланки, пропорційний метод наведення, умови оптимально-
сті методу наведення.  

 
MATHEMATICAL DESIGN OF THE ZENITHAL GUIDED ROCKETS.  

ANALYSIS OF TASK OF DESIGN OF CONTOUR OF AIMING OF ZGR  

A.B. Skorik, A.S. Kirilyuk, O.F. Galytsky 
The questions of construction of mathematical model of contour of aiming of the zenithal guided rockets are examined in 

the article. An example of construction of flow diagram of contour of aiming, realizing a «classic» proportional management on 
the angular speed of line of distance is made. Terms at which the proportional method of aiming is considered optimum are ex-
amined. The model of kinematics link, in-use in the flow diagram of contour of aiming, realizing the modified (optimum) method 
of proportional rapprochement is researched. 

Keywords: aiming contour, model of kinematics link, proportional method of aiming, terms of optimality of aiming 
method.  
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