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В статье приведен анализ методов оценивания результата и неопределенности косвенного измерения 

при нелинейности модельного уравнения и возможности линеаризации уравнения неопределенности. Рас-
смотрены методы с сохранением составляющих высокого порядка при разложении в ряд Тейлора, с исполь-
зованием интервального анализа, с использованием редуктивного интервального анализа, с использованием 
моделирования по методу Монте-Карло и метод приведения.  
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При косвенном измерении модельное уравне-
ние связывает измеряемую величину  с величи-
нами-аргументами : 

Y
1 2 mx , x ,...x

                               .                     (1) 1 2 mY f (x , x ,...x )=
При возможности линеаризации уравнения неоп-

ределенности, оценку измеряемой величины находят в 
соответствии с уравнением (1), а комбинированную 
стандартную неопределенность по формуле: cu (y)
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– частные производные (коэф-

фициенты влияния отдельных составляющих неоп-
ределенности).  

При отсутствии корреляции между аргумента-
ми, формула (2) принимает вид: 
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где  – стандартные неопределенности аргументов. iu(x )
Если нелинейность существенна, в формулу (3) 

необходимо включить составляющие более высокого 
порядка ряда Тейлора. Для симметричных распреде-
лений  в соответствии с [1] получаем: 
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Приведенная формула (4) позволяет оценить 
комбинированную стандартную неопределенность 
только при отсутствии корреляции между аргумента-
ми. Кроме того, возникает проблема оценивания ре-
зультата косвенного измерения, которая не рассмотре-
на в [1]. В этом случае можно использовать выражение 
для функции нескольких случайных аргументов [2]. 
Среднее значение Y  определяется формулой: 

 

1 2 m
2 2m m

2
i

i i ji 1 i j

Y f (x , x ,...x )

1 f fu (x ) u(x , x ),
2 x x x= <

≈ +

⎛ ⎞∂ ∂
+ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ i j

     (5) 

в общем случае формулой  
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если случайные аргументы взаимно некоррелиро-
ванные. Если случайные аргументы независимы, то 
комбинированная стандартная неопределенность 
определяется формулой (7): 
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где и  – третий и четвертый централь-
ный моменты распределений аргументов.  

3 i(x )μ 4 i(x )μ

Из (7) видно, что при расчете комбинированной 
стандартной неопределенности в условиях нелинейно-
сти, нужно учитывать форму и асимметрию распреде-
лений аргументов. Для нормального распределения 
результаты расчета по формулам (4) и (7)  практически 
совпадают. Следует отметить, что формула (4), приве-
денная в [1], рассчитана только на нормальное распре-
деление аргументов модельного уравнения. 

Таким образом, при оценивании результата 
косвенного измерения в условиях нелинейности, 
имеются две проблемы: первая – учёт смещения 
линеаризации в оценке измеряемой величины (5); 
вторая – учёт нелинейности модели измерения и 
корреляционных связей между ее аргументами. По-
следнее не решено в выражениях (4) и (7).  
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Критерием возможности или невозможности 
линеаризации уравнения неопределенности является 
значение смещения линеаризации. Если значение 
смещения линеаризации настолько меньше значения 
комбинированной стандартной неопределенности, 
что им можно пренебречь, то оценка измеряемой 
величины может быть найдена по формуле (1). То-
гда эта оценка является несмещенной и состоятель-
ной, если используются состоятельные оценки ар-
гументов [3]. Коэффициенты влияния составляю-
щих неопределенности вычисляют, заменяя истин-
ные значения аргументов их оценками. Погреш-
ность определения коэффициентов влияния служит 
еще одним источником погрешности нелинейных 
косвенных измерений [3]. Этой погрешности можно 
избежать для ряда модельных уравнений, если ис-
пользовать относительные неопределенности. В 
этом случае в уравнение неопределенности входят 
только параметры модельного уравнения.  

Если неопределенности аргументов представ-
лены в виде границ интервала, для получения ре-
зультата и его расширенной неопределенности ис-
пользуют правила интервального анализа для от-
дельных математических операций, на которые раз-
бивают модельное уравнение [4]. По правилам ин-
тервального анализа получают нижнюю  и верх-
нюю  границы результата измерения: 

HY

BY

H 1H 1B 2H 2B mH mBY min f ([x ;x ],[x ; x ],...[x ; x ]);=

B 1H 1B 2H 2B mH mBY max f ([x ; x ],[x ; x ],...[x ; x ]).=  
При этом связи между аргументами выбирают-

ся такие, которые соответствуют максимуму неоп-
ределенности. Например, при умножении коэффи-
циент корреляции соответствует 1, т.е. оба аргумен-
та имеют одновременно или максимальные значе-
ния , или минимальные значения . Оценку 
результата измерения и его расширенную неопреде-
ленность получают как: 

iBx iHx

          
H B H B

1 1Y (Y Y );  U(Y) (Y Y ).
2 2

= + = −% %           (9) 

Оценка  отвечает ситуации, когда  мак-
симальна. Эта оценка при существенной нелинейно-
сти будет смещена относительно оценки (1). В [4] 
смещение оценки или поправку к (1) вычисляют по 
остаточному члену  в ряде Тейлора: 

Y% U(Y)%

1R

       

2 2m m m
2

1 i2
i ji 1 i 1 j 1i

1 f 1 fR ,
2 2 x xx= = =

∂ ∂
i j= ⋅Δ + ⋅Δ Δ

∂ ∂∂
∑ ∑∑        (10) 

где i ,  jΔ Δ  – границы приращений аргументов. 

Для большей гибкости и универсальности интер-
вального анализа в [5] предложен редуктивный интер-
вальный анализ, который можно использовать для 
расчета и стандартной и расширенной неопределенно-
сти. Этот метод разработан для оценивания трансфор-
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мированной погрешности алгоритмов косвенных из-
мерений. В этом случае множество входных данных 
характеризуют радиусом информации [6], который 
является оценкой снизу для погрешности алгоритма: 

1 2radA int sup a a .= −  
Как и в классическом интервальном анализе, 

результат измерения получают как: 

                     

y y
Y mid(Y) ,

2
+

= =%            (11) 

где y  и y  – нижняя и верхняя границы интервала 
соответственно. 

Стандартную комбинированную или расши-
ренную неопределенность получают в виде . 
Массив входных данных представляют как: 

rad(y)

1 12

2 21 2

m m1 m2

rad(x ) 1 r  ... r
rad(x ) r  1 ... r

rad(x) ;  R ,

rad(x ) r  r  ... 1

⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢= =
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

L L

где  может быть и интервалом, и стандарт-
ной неопределенностью.  

irad(x )

В [5] разработаны правила редуктивного ин-
тервального анализа для элементарных арифметиче-
ских операций. Для обеспечения универсальности 
применения, этот метод требует дальнейшей разра-
ботки. Для неопределенности с оцениванием типа В 
были проанализированы и сравнены следующие 
методы: с сохранением составляющих второго по-
рядка при разложении в ряд Тейлора,  с использова-
нием интервального анализ,  с использованием ре-
дукционного интервального анализа, с использова-
нием моделирования по методу Монте-Карло. Срав-
нение способов оценивания результата измерения и 
неопределенности проведено при одинаковых моде-
лях входных данных и модельных уравнениях. Ис-
следования показали хорошую сходимость резуль-
татов при одинаковых предпосылках. Области при-
менения рассмотренных методов систематизирова-
ны в табл. 1. 

1m

m

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

 

Таблица 1 
Систематизация областей применения  методов оценивания неопределенности 

Форма представления входных данных, 
наличие или отсутствие корреляции 

между аргументами 
Оценивание выходных данных 1 2 3 4 

Оценивание результата со смещением 
линеаризации + – + + Стандартные неопределенности аргу-

ментов, отсутствие корреляции между 
аргументами 

Оценивание комбинированной стан-
дартной неопределенности + – + + 

Оценивание результата со смещением 
линеаризации + – + + Стандартные неопределенности аргу-

ментов, наличие корреляции между 
аргументами 

Оценивание комбинированной стан-
дартной неопределенности – – + + 

Оценивание результата как середины 
размаха – + + + Расширенные неопределенности аргу-

ментов Оценивание расширенной неопреде-
ленности – + + + 

1 – метод оценивания  с сохранением составляющих высшего порядка; 2 – метод с  использованием интервального анализа; 3 
– статистическое моделирование (метод Монте-Карло); 4 – метод с использованием редуктивного интервального анализа 
 

Рассмотренные методы оценивания – аналитиче-
ские, за исключением метода Монте-Карло. Из табл. 1 
можно сделать не совсем правильный вывод об уни-
версальности метода Монте-Карло (поскольку его 
можно использовать практически во всех ситуациях). 
Действительно, этот метод использовался для сравне-
ния во всех случаях, но для его реализации были необ-
ходимы дополнительные данные. Так, например, при 
использовании интервального анализа и редуктивного 
интервального анализа не было необходимости в зна-
нии распределений аргументов, в то время, как для 
реализации метода Монте-Карло эти данные было не-
обходимо добавлять либо приписывать. При опреде-
лении результата и неопределённости косвенного из-
мерения с оцениванием неопределённости аргументов 
типа А исходные данные могут быть представлены или 
в виде обработанных результатов измерения аргументов 
(средние значения, стандартные неопределённости, све-
дения о наличии корреляционных связей между аргу-
ментами и т.д.), или в виде рядов измерений аргумен-
тов. В этом случае могут быть использованы методы с 
сохранением составляющих высших порядков, методы, 

основанные на редуктивном интервальном анализе и 
метод приведения [3]. Метод приведения позволяет 
найти оценку измеряемой величины и её неопределён-
ности, не прибегая к разложению в ряд Тейлора, что 
имеет место в первых двух методах. Ограничением ме-
тода приведения является требование наличия одинако-
вого количества измерений у всех аргументов. В [1] 
проведено сравнение оценивания результата и неопре-
делённости с помощью метода, основанного на линеа-
ризации уравнения неопределённости и метода приве-
дения при условии наличия корреляционных связей 
между аргументами. Результаты оценивания двумя ме-
тодами практически совпадают, т.к. случайные откло-
нения отдельных результатов измерений малы и линеа-
ризация справедлива. Аналогичные расчёты были про-
ведены для больших случайных отклонений, т.е. для 
случая, когда линеаризация несправедлива. Расчёты 
проводились с помощью трёх перечисленных методов. 
Значения комбинированной стандартной неопределён-
ности практически совпали, а оценки результата изме-
рения отличались, несмотря на введение смещения ли-
неаризации. Это объясняется тем, что в общем случае 
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математическое ожидание функции не равно функции 
от математических ожиданий, т.е. предпочтительным в 
этом случае является метод приведения. Его целесооб-
разно также использовать при малом количестве изме-
рений аргументов, когда невозможно точно опреде-
лить коэффициент корреляции. 

На основании проведенного анализа можно 
сделать следующие рекомендации по применению 
рассмотренных методов оценивания результата кос-
венного измерения и его неопределенности. 

1. При оценивании результата и неопределен-
ности с помощью метода, основанного на сохране-
нии составляющих высшего порядка в разложении 
по Тейлору, компенсируют смещение оценки ре-
зультата из-за линеаризации и рассчитывают ком-
бинированную стандартную неопределенность при 
отсутствии корреляционных связей между аргумен-
тами. В случае нелинейности модельного уравне-
ния, комбинированная стандартная неопределен-
ность зависит от формы и симметрии распределений 
аргументов. Оценивание смещения из-за линеариза-
ции может быть произведено и при наличии корре-
ляционных связей между аргументами как само-
стоятельный расчет с целью принятия решения о 
возможности и невозможности линеаризации. 

2. При оценивании результата и неопределен-
ности с помощью интервального анализа, в качестве 
исходных данных используют оценки аргументов и 
их расширенные неопределенности в виде границ 
интервала. В качестве оценки результата косвенного 
измерения используют середину размаха, а в каче-
стве расширенной неопределенности – полуразмах. 
При оценивании модельное уравнение должно быть 
разделено на отдельные математические операции, 
для которых рассчитывают границы интервалов. 

3. Редуктивный интервальный анализ может быть 
использован для оценивания результата косвенного 
измерения и его неопределенности с учетом корреляции 
между аргументами, а комбинированная стандартная 
неопределенность, оцениваемая с учетом корреляции, 
дополняется составляющими высших порядков. Так же 
как и при интервальном анализе, оценивание произво-
дится по отдельным математическим операциям. При 
исследовании перечень операций интервального редук-
тивного анализа был расширен. 

4. Для оценивания результата косвенного изме-
рения и его неопределенности может быть использо-
вано статическое моделирование по методу Монте-
Карло. Достоинства и недостатки этого метода были 
рассмотрены в литературе. В отличии от аналитиче-
ских методов процедура моделирования должна быть 
адаптирована под конкретное модельное уравнение. 
Кроме этого, для реализации метода Монте-Карло в 
ряде случаев нужно дополнить исходные данные.  

5. При наличии аргументов с оцениванием не-
определенности типа А для определения оценки 
измеряемой величины и её неопределённости могут 
быть использованы метод с сохранением состав-
ляющих высших порядков, редуктивный интерваль-
ный анализ и метод приведения. При незначитель-
ной нелинейности уравнения неопределённости ре-
зультаты оценивания совпадают при использовании 
всех методов, при значительной нелинейности 
оценка измеряемой величины отличаются из-за не-
достаточной компенсации смещения линеаризации, 
т.е. предпочтительным является метод приведения. 
Его применение ограничено тем, что число измере-
ний всех аргументов должно быть одинаковым. 
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Н.А. Яремчук, М.В. Гальовська 
У статті наведений аналіз методів оцінювання результату та невизначеності опосередкованого вимірювання при 

не лінійності модельного рівняння та можливості лінеаризації рівняння невизначеності. Серед них: методи із збере-
женням складових високого порядку ряду Тейлора, з використанням інтервального аналізу, з використанням редуктив-
ного інтервального аналізу, метод Монте-Карло та метод зведення.  

Ключові слова: невизначеність, опосередковане вимірювання, нелінійність рівняння невизначеності. 
 

ANALYSIS OF METHODS OF INDIRECT MEASUREMENT UNCERTAINTY EVALUATION  
WHEN MODEL EQUATION IS NONLINEAR 

N.А. Yaremchuk, M.V. Galovska 
Analysis of methods of indirect measurement uncertainty evaluation ,when model equation is nonlinear and possible lin-

earization, is given. These are: methods with saving of high order members of Taylor series,  methods with interval analysis ap-
plication, methods with reductive interval analysis application, Monte-Carlo method and reduction method. 

Keywords: uncertainty, indirect measurement, nonlinearity of model equation. 
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