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ПРОБЛЕМИ ПРАКТИЧНОГО ОПРАЦЮВАННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ СПОСТЕРЕЖЕНЬ  

ПРИ ЇХ ВЗАЄМНІЙ КОРЕЛЯЦІЇ 
 
У статті висвітлені проблеми оцінювання стандартної непевності середнього значення серії резуль-

татів спостережень, які пов’язані із невідомою апріорі функцією їх автокореляції. Показно, що для належ-
ного оцінювання стандартної непевності середнього значення необхідно визначити ефективну кількість 
некорельованих результатів спостережень, яка залежить від нормованої функції автокореляції. Звернено 
увагу, що оцінювання коефіцієнтів автокореляції на основі зареєстрованих результатів спостережень су-
проводжується їх суттєвою статистичною нестабільністю, що у свою чергу спричиняється до недосто-
вірного визначення ефективної кількості спостережень. Зроблені висновки щодо зменшення впливу неточ-
ного оцінювання кореляційної функції на значення стандартної непевності знайденого середнього значення. 
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1.  Вступ. Традиційний підхід  
до опрацювання  

результатів спостережень 

Згідно вимог Міжнародних документів ISO, зок-
рема Керівництва [1], статистичне опрацювання послі-
довності результатів спостережень (x1, x2, x3, … xn), де 
n – кількість спостережень) виконують для: 

 визначення найкращої оцінки результату ви-
мірювання; 

 визначення (методом типу А) характеристик 
його непевності – стандартної та розширеної. 

Загалом найкращою оцінкою результату вимірю-
вання є така, для якої стандартна непевність набуває 
найменшого значення. При статистичному опрацю-
ванні спостережень традиційно приймають, що [1]:  

 послідовність спостережень (вибірка) отри-
мана з генеральної сукупності із нормальним розпо-
ділом  x xN m , : 

   2i x
i 2

x x

x m1p x exp
2 2

   
    

; 

 окремі результати спостережень взаємно не-
корельовані:  

   2
i, j i x j x x
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0, k 0,


     

 

де i j  – коефіцієнт кореляції між i-м та j-м спосте-

реженнями. 
У такому разі загально відомо, що найкращим 

результатом вимірювання є середнє значення із спо-
стережень: 

n

i
i 1

1x x
n 

  ,                              (1) 

а його стандартну непевність визначають за методом 
типу А згідно виразу:  

  x
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S
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n
  ,                     (2) 

де                         
n

2 2
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1S (x x)
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                       (3) 

є незміщеною експериментальною оцінкою дисперсії 
спостережень. 

При цьому розширена непевність результату 
   p p AU x t v u (x)  ,               (4) 

де tp()– коефіцієнт з таблиці квантилів розподілу t-
Стьюдента  для заданого рівня довір’я p  та числа 
ступенів свободи n 1   . 

Метою роботи є аналіз проблем оцінювання 
стандартної непевності середнього значення, 
пов’язаних із взаємною кореляцією спостережень, а 
також накреслення способів зменшення впливу нето-
чності оцінювання кореляційної функції за результа-
тами спостережень. 

2.  Вплив взаємної кореляції 
результатів спостережень 

Сучасні засоби вимірювальної техніки, зокре-
ма, що призначені до прямої чи опосередкованої 
співпраці з комп’ютерними засобами, забезпечують 
автоматичну реєстрацію результатів спостережень із 
заданою, переважно рівномірною, частотою. Часто, 
для того щоб одержати більшу кількість результатів 
спостережень при обмеженому часі вимірювального 
експерименту, спеціально застосовують частішу 
дискретизацію вимірювального сигналу. У такому 
разі кілька сусідніх результатів спостережень мо-
жуть виявитися взаємно корельованими.  

2.1. Відомі апріорі нормована функція автоко-
реляції та дисперсія генеральної сукупності спосте-
режень. Якщо нормована функція автокореляції ре-
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зультатів спостережень k 0   (при k 0 ) апріорі є 

відомою, а також відомою є дисперсія 2
x  чи стандар-

тне відхилення x спостережень, тоді квадрат стандар-
тної непевності (дисперсію) середнього значення (ре-
зультату вимірювання) знаходять за виразом [2]: 

   
2 n 1

2 x
A k

k 1

2u x 1 n k
n n





 
     

 
 .            (5) 

Якщо для члена, що враховує автокореляцію 
спостережень, застосувати позначення: 
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   ,                       (6) 

то стандартну непевність результату (середнього 
значення) можна визначити згідно залежності  
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,  (7) 

де        
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           (8) 

є ефективною кількістю некорельованих результатів 
спостережень. 

При цьому ефективна кількість ступенів сво-
боди становить  

n 1

eff eff k
k 1

2v n 1 n 1 (n k) 1
n





 
        

 
 .    (9) 

Залежність (8) для взаємно корельованих спо-
стережень автор запропонував у 2006 році [2] та далі 
у [3 – 12]. Подібну залежність також у 2006 році 
використав Н. Жанг (N. Zhang) [13]. Однак внаслі-
док ”археологічних” досліджень літератури із стати-
стичних методів, які здійснив професор АГХ (Кра-
ків, Польща) A. Зємба [14], було встановлено, що 
подібні залежності були запропоновані ще у 1935 
році Й. Бартлесом [15], а пізніше за 10 років у 1946 
році Г.В. Бейлі та Г.М. Хаммерслі [16] і надалі на 60 
років про ці залежності „забули”. 

Із виразу (6) випливає, що якщо перші істотні 
коефіцієнти автокореляції k 0  , тоді D 0   i  

 effn n 1 D n   .                  (10) 

Загалом у такому разі ефективна кількість некоре-
льованих результатів спостережень міститься у межах 

eff1 n n  .                          (11) 
Якщо всі результати спостережень тісно корельо-

вані (k  1) тоді 
n 1

k 1

2D (n k) 1 n 1
n






     , і тому 

ефективна кількість незалежних результатів спостере-
жень прямує до 1: effn 1  (абсолютна неефектив-
ність усереднення). 

Лише при відсутності кореляції (k  0 для 
всіх k 0 ) значення цього члена становить 

n 1

r 1

2D (n r) 0 0
n






    , і тому ефективна кількість 

результатів спостережень дорівнює обсягу зареєст-
рованої вибірки effn n .  

2.2. Невідома дисперсія генеральної сукуп-
ності спостережень. Якщо дисперсія 2

x  результа-
тів спостережень невідома, тоді знаходять її незмі-
щену оцінку, значення якої також залежить від ко-
реляції результатів спостережень: 

2 2eff
x,kor x

eff

n n 1S S
n 1 n


 


.                  (12) 

У цьому випадку при взаємній кореляції між 
результатами спостережень стандартну непевність 
середнього значення можна знайти за виразом: 

      A,kor x,kor eff x effu x S n S n n 1 n 1     . (13) 

При достатньо великій кількості спостережень 
n 1   

 A,kor x effu x S n 1  ,                 (14) 
а за відсутності кореляції ( effn n ) 

 A xu x S n .                       (15) 
2.3. Приклад. Шляхом цифрового моделювання 

із послідовності некорельованих спостережень ix ,  
i 1,2,...  вибраних із генеральної сукупності з норма-
льним розподілом (mх=1, σх=0,1) згідно залежності  

2 3
i i 1 i 2 i 3

i 2 3
x x x x

y
1
    


    

,         (16) 

(де 0 1   ) була сформована послідовність взаєм-
но корельованих спостережень iy , i 1,..,n . 

Відповідно до (16) значення коефіцієнтів коре-
ляції становлять: 

3 5

1 2 4 6r
1
   


  

; 
2 4

2 2 4 6r
1

 


  
; 

 
3

3 2 4 6r
1




  
; kr 0, k 3  .      (17) 

При α = 0,7 теоретичні значення коефіцієнтів 
кореляції дорівнюють: r0 = 1,0; r1 = 0,655; r2 = 0,395; 
r3 = 0;186. Для n = 120 та заданої нормованої кореля-
ційної функції одна з реалізацій послідовності ре-
зультатів спостережень представлена на рис. 1 а 
самі значення спостережень (yi) становлять:  
1,1111; 1,0831; 1,1009; 1,0807; 1,0479; 1,0156; 0,9475; 
0,9654; 0,9432; 0,9723; 0,9899; 1,0249; 1,0585; 1,1125; 
1,0491; 0,8955; 0,8959; 0,9302; 0,9334; 1,0312; 1,0652; 
1,0767; 1,0964; 1,0333; 1,0540; 1,1224; 1,0311; 1,0544; 
1,0340; 0,9813; 0,9126; 0,9254; 0,9798; 0,9744; 1,0123; 
1,0355; 1,0605; 1,0712; 1,0088; 1,0487; 1,0226; 0,9505; 
0,9427; 0,9343; 1,0363; 0,9800; 0,9553; 0,9928; 1,0262; 
0,9997; 0,9982; 0,9931; 1,0399; 1,0824; 1,0985; 1,0532; 
1,0575; 1,0363; 1,0034; 1,0110; 1,0250; 1,0407; 1,1204; 
1,0661; 1,0343; 1,0248; 1,0153; 1,0265; 1,0528; 1,0221; 
1,0175; 1,0537; 1,0358; 1,0486; 1,0137; 1,0657; 1,0401; 
1,0557; 1,0650; 1,0486; 1,0170; 1,0135; 0,9856; 0,9670; 
1,0062; 1,0058; 1,0054; 1,0718; 1,0130; 1,0170; 0,9495; 
0,9094; 0,9127; 0,9571; 0,9580; 0,8921; 0,9029; 0,9469; 
0,9571; 0,9825; 0,9866; 0,9710; 1,0044; 0,9999; 0,9682; 
1,0644; 1,0582; 1,0872; 1,0362; 1,0171; 1,0164; 0,9605; 
0,9988; 1,0058; 0,9552; 0,9554; 0,9485; 0,9372; 0,9466; 
1,0353. 
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Рис. 1. Реалізація автокорельованих спостережень 

(n = 120; α = 0,7; m = 1; σ = 0,1) 
 

Підставляючи теоретичні значення коефіцієн-
тів кореляції у вираз (6), знаходимо значення 

 
n 1

k
k 1

2D n k 3, 439
n






    , тому теоретична ефек-

тивна кількість некорельованих спостережень ста-
новить    effn n 1 D 120 1 3, 439 35     . 

Тобто значення стандартної непевності з ура-
хуванням кореляції спостережень становить 

  eff
A,kor x x

n 1u x S n S 5,85
n 1


  


, яке у 

effn n 120 35 1,85   рази більше за значення 
стандартної непевності, обчислене без урахування 
взаємної кореляції спостережень: 

 A x xu x S n S 10,95  .  
Таким чином, урахування взаємної кореляції 

між спостереженнями є надзвичайно важливим, 
оскільки вона опосередковано впливає на значення 
стандартної непевності середнього значення. 

3.  Проблеми, пов’язані із оцінюванням 
нормованої автокореляційної функції 

на основі зареєстрованих  
результатів спостережень 

На практиці під час опрацювання результатів 
спостережень переважно відсутня повна інформація 
про функцію автокореляції, що є найголовнішою 
проблемою практичного врахування взаємної коре-
ляції між результатами спостережень згідно наведе-
них вище виразів. У такому разі, якщо протягом ви-
мірювального експерименту до зареєстрованих спо-
стережень можна застосувати модель стаціонарного 
процесу з рівномірним періодом його дискретизації, 
тоді оцінки нормованої функції автокореляції можна 
знайти за одним із декількох виразів, серед яких най-
частіше використовують наступні [17, 18].  

(а) Так звана оцінка циклічної кореляційної 
функції (також може бути знайдена шляхом зворот-
ного дискретного перетворення Фур’є) [17]: 

   
n

i i k
i 1

k 2
x

1 x x x x
n

r1
S




 





, k 0, 1, 2, ...,m n  ,(18) 

при цьому, якщо i k n  , то при обчисленнях при-
ймають: n 1 1x x  , n 2 2x x  ,.., 2n 1 n 1x x  , а 

також 
n

2 2
x i
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1S (x x)
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   ; 

(б) модифікована оцінка [17]: 

      
n n k

i i k i i k
i 1 i 1

k 2 2
x x

1 1x x x x x x x x
n n
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,(19) 

для якої при i k n   при обчисленнях приймають: 

n 1x x  , n 2x x  ,…, 2n 1x x  . 
Використовують також дві інші подібні до (18) 

та (19) залежності з використанням незміщених оці-
нок значень коефіцієнтів та дисперсії 

n
2 2
x i

i 1

1S (x x)
n 1 

 
   [18]: 

(в) кореляційна функція з незміщеними зна-
ченнями: 
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;        (20) 

(г) модифікована кореляційна функція з незмі-
щеними значеннями: 

   
n k 1

i i k
i 1

k 2
x

1 x x x x
n

r4
S

 




 




.            (21) 

Якщо для оцінювання нормованої функції ав-
токореляції застосувати залежності (18) чи (19), тоді 
після підстановки обчислених значень у вираз (6), 
можна переконатись, що завжди отримується рів-

ність  
n 1

r k
k 1

2D n k r 1
n




    , і тому у знаменнику 

виразу (8) для обчислення ефективної кількості ре-
зультатів спостережень при 2

xS 0  завжди маємо 
нульове значення: 

 
n 1

r k
k 1

21 D 1 n k r 0
n




     .            (22) 

Отже, наведені оцінки нормованої функції ав-
токореляції безпосередньо не можна використовува-
ти замість теоретичних значень для визначення ефе-
ктивної кількості некорельованих спостережень. 
Використання двох інших залежностей (20) та (21) 
для обчислення оцінок нормованої функції автоко-
реляції також безперспективне, оскільки внаслідок 
статистичних похибок [19] значення виразу r1 D  є 
надзвичайно нестабільним і може набувати навіть 
від’ємних значень.  

Відомо [19], що у першому наближенні розпо-
діл величини     k kz 0,5ln 1 1    (перетво-

рення Фішера) навіть за невеликих значень n є до-
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статньо близьким до нормального з параметрами: 

 
k k

z
k

11m ln
2 1 2 n k 1

   
     

, 2
z

1
n k 3

 
 

. (23) 

Тому для відомих значень ρk очікувані довірчі 
границі (для заданої довірчої ймовірності рдов) оці-
нок нормованої кореляційної функції, знайдених 
експериментальним шляхом, мають вигляд: 
верхня: 

 
довPk k

k

11th ln
2 1 2 n k 1 n k 3

   
            

 (24.1) 

та нижня: 

 
довPk k

k

11th ln
2 1 2 n k 1 n k 3

   
            

, (24.2) 

де довp  – довірчий коефіцієнт для нормального 

розподілу ( 0,90 0,951,65; 1,96    ). 
Залежності (24.1) та (24.2) для рдов = 0,95 разом 

з теоретичними значеннями коефіцієнтів кореляції з 
прикладу показані на рис. 2.  

З аналізу довірчих границь (24) та рис. 2 ви-
пливає, що експериментальні оцінки нормованої 
функції автокореляції можуть набувати суттєво не-
стабільних значень, особливо при k n . 

 

 
Рис. 2. Теоретичні значення коефіцієнтів кореляції  

та очікувані довірчі границі їх експериментальних оцінок 
 

На практиці з метою зменшення нестабільності 
оцінок функції автокореляції і далі значень r1 D  об-
числення оцінок рекомендують здійснювати для об-
межених зміщень, зокрема для k 1,..., n 4  [17]-[19]. 
Однак, як показали числові моделювання, навіть для 
достатньо малих значень k n 10  нестабільність (ди-
сперсія) оцінки величини rD  є занадто великою, часто 
настільки, що ефективна кількість спостережень effn , 
обчислена за виразом (8), може змінюватися у кілька і 
навіть кілька десятків разів. У свою чергу, відносна 
непевність  A,rel effu n  визначення effn  спричиняє 
відповідну непевність 

    A,rel A A,rel effu u x 0,5u n  оцінювання віднос-

ної стандартної непевності результату вимірювання за 
виразом (7) чи (13). 

4. Результати числового моделювання  

Використовуючи зареєстровані спостереження, на 
підставі наведених вище залежностей (18) – (21) для 
зміщень k від 2 до n/4 = 30 інтервалів дискретизації були 
знайдені оцінки коефіцієнтів нормованої функції авто-
кореляції, дві з яких, обчислені за (18) та (20), разом із 
очікуваними довірчими границями наведені на рис. 3.  

Як видно із рис. 3, експериментальні оцінки нор-
мованої функції автокореляції зареєстрованих спосте-
режень достатньо добре відповідають очікуваним до-
вірчим границям. 

Використовуючи обчислені оцінки нормованої 
функції автокореляції, спочатку за (6) були пораховані 
значення члена rD  і далі згідно (8) – значення ефекти-
вної кількості спостережень effn  при підсумовуванні в 
межах mk від 2 до рекомендованого n/4 = 30, які (разом 
із теоретичним значеннями) наведені на рис. 4. 

 

 
Рис. 3. Експериментальні оцінки нормованої функції  

автокореляції зареєстрованих спостережень  
(а – знайдені за (18), б – знайдені за (20)) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Значення ефективної кількості корельованих спо-

стережень для нормованої функції автокореляції: 
1 – теоретичної; 2 – оціненої за (19); 3 – оціненої за (21) 
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Як бачимо з наведених на рис. 4 залежностей, 
при підсумовуванні оцінок функції автокореляції в 
межах mk від n/12 = 10 до n/4 = 30 ефективна кількість 
спостережень  eff rn n 1 D   змінюється в межах 
від 51 до 78, тобто суттєво відхиляється від теоретич-
ного значення eff .tn 35 . Лише при границі підсумо-
вування mk в межах від n/30 = 4 до n/20 = 6 оцінки effn  
набувають задовільних значень (35 – 40), які істотно не 
відрізняються від теоретичного значення. 

Висновки 

Взаємна кореляція результатів спостережень 
створює низку проблем під час оцінювання стандарт-
ної непевності їх середнього значення. З одного боку, 
неврахування автокореляції може спричинити занад-
то оптимістичне (істотно занижене) значення станда-
ртної непевності середнього значення, а з іншого бо-
ку, спроба врахування автокореляції завдяки оціню-
ванню її значень на підставі зареєстрованих спосте-
режень у певних випадках може не тільки не покра-
щити, але навіть ще й погіршити ситуацію. 

Щоб уникнути недостовірного оцінювання ста-
ндартної непевності середнього значення, під час 
реєстрації результатів спостережень недоцільно збі-
льшувати частоту дискретизації досліджуваного про-
цесу (сигналу) понад значення, які випливають із те-
оретичного аналізу цього процесу, чи із попереднього 
практичного досвіду. Принаймні, якщо не вдається 
уникнути кореляції спостережень, то вимірювальний 
експеримент слід так спланувати, щоб у разі наявнос-
ті автокореляції вона містилася лише у перших кіль-
кох значеннях функції автокореляції (проявлялася 
лише у декількох сусідніх спостереженнях) і далі 
швидко спадала до нуля. Тоді під час оцінювання 
функції автокореляції rk належить визначати лише 
кілька перших, максимум k = 4 – 6, її значень.  

Доцільно також здійснити перевірку стабільнос-
ті обчислених значень, для цього можна виконати 
обчислення і порівняння значень rk для кількох сег-
ментів зареєстрованих спостережень. Наприклад, 
можна поділити всі спостереження на дві чи три од-
накові частини і далі для кожної частини окремо ви-
значати оцінки rk. Іншим способом перевірки стабі-
льності є визначення оцінок rk за наростаючою кіль-
кістю спостережень, наприклад, для перших ⅓, ½, ⅔ і 
100% спостережень. 
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ПРОБЛЕМЫ ПРАКТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ РЕЗУЛЬТАТОВ НАБЛЮДЕНИЙ ПРИ ИХ ВЗАИМНОЙ КОРРЕЛЯЦИИ 

М.М. Дорожовец 
В статье представлены проблемы оценки стандартной неопределенности среднего значения серии результатов 

наблюдений, которые связаны с неизвестной априори функцией их автокорреляции. Показано, что для надлежащего 
оценивания стандартной неопределенности среднего значения необходимо определить эффективное количество не-
коррелированных результатов наблюдений, которое зависит от нормированной функции автокорреляции. Указано, 
что оценивание коэффициентов автокорреляции, используя зарегистрированные наблюдения, сопровождается их су-
щественной статистической нестабильностью, что в свою очередь приводит к недостоверному определению эффек-
тивного количества наблюдений. Сделаны выводы относительно уменьшения влияния неточного оценивания корреля-
ционной функции на значение стандартной неопределенности среднего значения.  

Ключевые слова: результаты наблюдений, корреляция, оценивание неопределенности. 

PROBLEMS OF PRACTICAL PROCESSING OF THE OBSERVATIONS WITH THEIR CROSS-CORRELATION 

M.M. Dorozhovets 
In the article the problems of the estimation of standard uncertainty of the average value of the series observations, which 

are connected with the unknown a priori their autocorrelation function are presented. It is show, that for the proper evaluation of 
the standard uncertainty of average value it is necessary to determine the effective number of the uncorrelated observations, 
which depends on the normalized autocorrelation function. It is indicated, that the evaluation of autocorrelation coefficients 
using the registered observations is accompanied by their essential statistical instability, which in turn leads to the uncertain 
determination of the effective number of observations. Conclusions relative to the decrease of the influence of the inaccurate 
evaluation of correlation function on the value of the standard uncertainty of average value are made.  

Keywords: observation results, correlation, uncertainty evaluation. 


