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Введение 

Исследование скорости, траектории и ритми-
ки движения отдельных клеток производится путем 
покадрового сканирования при микроскопической 
регистрации расстояния пройденного клеткой за 
определенный интервал времени [1]. Примерами 
данного метода являются: реакция отдельных кле-
ток на изменение интенсивности лазерного и СВЧ 
КВЧ облучения в различном диапазоне длин волн, 
при исследовании корреляционных зависимостей 
между характером траектории, частоты биений, 
скоростью движения и интенсивностью и направле-
нием стимулирующего излучения; соотношением 
подвижных, слабоподвижных, неподвижных и от-
личных от прямолинейного движения клеток; изме-
рение электрофоретической подвижности микро-
биологических объектов и т.п. [2 – 4]. 

Основной материал 
Постановка задачи, на основе приведенных 

выше методов диагностирования может быть  сфор-
мулирована следующим образом. В поле зрения оп-
тической системы на плоскости дана область F с 
координатами  {O; x, y}  . В начальный момент 
времени t 0  в ней имеется n  объектов, которые 
обозначим номерами I {1, 2, ... , n} , с координатами 

0 0
i i i 1,2,...,n{(x , y )} .  В последующем объекты могут 

перемещаться по плоскости, выходя за пределы об-
ласти F . По характеру своего движения, в пределах 
заданной точности, каждый объект должен  отно-
ситься к одному из следующих трех классов, причем 
принадлежность объектов к классам в процессе 
движения не изменяется: класс 1K  – неподвижные 
объекты – их  положение неизменно; класс 2K  – 
манежные объекты – перемещаются по окружности; 
класс 3K  – линейные объекты – перемещаются  
прямолинейно. 

В течение промежутка времени T объекты мо-

гут перемещаться со скоростью, не превосходящей 
maxv . В этот период их координаты сканируются в 

дискретные моменты времени  

j st j  , ( j 1, 2, ... , m) , 

с шагом по времени s T / m  , необходимом для 
определения координат объектов в области F . Эти 
моменты времени обозначим номером j  шага. 

Физические условия протекания процесса пе-
ремещения объектов и регистрации их координат 
при сканировании определяются следующими до-
пущениями: (1а) за промежуток времени T  большая 
часть объектов не покидает область F . Объект, по-
кинувший область F , может в нее вернуться; (2а) на 
каждом шаге j  фиксируются лишь координаты всех 
объектов, находящихся в области F , без соотнесе-
ния полученных точек с номерами объектов, иден-
тифицированных на предыдущем шаге j 1 . Пара-
метры sT,   и maxv  таковы, что если объект не по-
кинул область F , его класс может быть однозначно 
идентифицирован по его траектории на основе соот-
ветствующего  детерминированного  или  стохасти-
ческого критерия;  (3а) если два объекта сблизились 
на расстояние s max2 v   , они могут вступить во 
взаимодействие, подобно одноименным зарядам, в 
результате чего параметры, определяющие ориента-
цию их траекторий (но не класс объекта), могут из-
мениться.  

Вместе с тем, физические условия протекания 
процесса таковы, что для одного объекта возмож-
ность многократного взаимодействия можно счи-
тать [5] событием достаточно редким, как и одно-
временное взаимодействие трех объектов.  

При этом вероятность того, что объект вступит 
во взаимодействие за период T , можно оценить 
величиной   

* *p 2n / n  0,003,                    (1) 

где *n  – экспериментально полученное число взаи-
модействий для стандартных условий протекания 
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процесса при фиксированном значении n , опреде-
ляемом площадью области F  и концентрацией ана-
лизируемого состава. 

Для всех рассмотренных случаев задачу оценки 
параметров движения, необходимо свести к по-
строению траекторий движения клеток. Поскольку 
траектории движения объектов могут быть различ-
ными необходимо разделить объекты по классам.  В 
рассмотренных выше примерах дискриминация 
объектов по классам невозможна без предваритель-
ного решения задачи идентификации их траекторий. 
Поэтому рассмотрим математическую модель и ме-
тод решения этой задачи. 

Пусть 
Jj j j j IZ {z (x , y )}      – множество 

точек в области F , координаты которых получены 
на первом шаге сканирования j J;  назовем эти 
точки субъектами. 

На начальном шаге ( j 0)  пронумеруем эти 
точки в произвольном порядке и назовем их объек-
тами; положим 0I I {1, 2, ... , n}  . Объект  , во-
шедший в область F  на шаге j 1 , назовем внеш-
ним и положим 

*I {I {n 1, n 2, ...}}, n 1.         
На каждом последующем шаге j , начиная с 

первого ( j 1) , необходимо решать задачу иденти-
фикации субъектов 

Jj I{z }  , т.е. присваивать каж-

дому субъекту jI  номер *I  того объекта, ко-

торый на шаге j  перешел в точку j j jz (x , y ).    

При этом возможны следующие ситуации: 
{1} – объект   остался в области F  и не имел 

взаимодействий; 
{2} – объект   покинул область F ; 
{3} – объект   остался в области F  и имел 

взаимодействие; 
{4} – некоторый внешний объект   вошел в 

область F . 
В первом случае идентификация основана на 

том, что при отсутствии взаимодействий объекта   
на шаге j , в m - окрестности , j 1   точки , j 1s  , 

определяемой кругом радиуса m mv    с центром 
в точке , j 1s  , может содержаться лишь субъект jz , 

определяющий положение объекта I  на шаге j . 
Поэтому, если m - окрестность , j 1   точки , j 1s   

содержится в F  и содержит единственный субъект 
jz , то    .  

Соответствующая последовательность точек 
j l l l l 0,1,..., jJ {s (x , y )}       определяет траекто-

рию объекта   на интервале sT j   . 

Во втором случае объекту   не соответствует 
ни один субъект JI . Поэтому выводим этот объ-
ект из последующего рассмотрения при отслежива-
нии траекторий, при этом усеченную траекторию 

*
j l l l l 0,..., j 1J {s (x , y )}        для объекта I  за-

поминаем, а траекторию для объекта *I \ I  от-
брасываем. 

В третьем случае имеем взаимодействие двух 
объектов. Это означает, что на шаге j 1  некоторая 
пара объектов ,   имеет пересекающиеся m -
окрестности , j 1  , , j 1  , т.е. , j 1 , j 1       .  

Поскольку после взаимодействия ориентация 
(но не тип) траекторий может быть изменена, счита-
ем траектории  

*
j l l 0,..., j 1J {s }     и *

j l l 0,..., j 1J {s }     

усеченными и начинаем отслеживать для этих объ-
ектов новые траектории  

k l l j,...,kJ {s }    , k l l j,...,kJ {s } , k j,      

начиная с точек jz , jz . При этом различение 

субъектов 1j 2 jz , z  для объектов ,   на шаге j  

производится следующим образом.  
В случае (рис. 1, а), когда только один из субъ-

ектов 1jz  принадлежит пересечению областей , j , 

, j , дискриминация субъектов производится по 

очевидному правилу j 1js z ,   j 2js z ,   так как за 

один шаг s  объект   не может выйти за пределы 
соответствующей области , j 1  . В случае, когда 

оба субъекта 1j 2 jz , z  принадлежат пересечению 

областей , j , , j  (рис.1,б), производим дискрими-

нацию траекторий (1)
, jJ , (2)

, jJ  с начальными точка-

ми 1j 2 jz , z  по классу iK . Если данных достаточно 

для проведения этой идентификации, относим их к 
объектам соответствующего класса; иначе – удаляем 
из рассмотрения. 

В четвертом случае, на первом шаге вхождения 
объекта в область F  присваиваем ему очередной 
номер (начиная с n 1 ), который заносим в множе-
ство *I {I {n 1, n 2, ... }}    . Заметим, что в эту 
группу могут попасть и объекты типа {2}, которые 
ранее покинули область F . Однако, так как отли-
чить их от объектов, не принадлежащих множеству 
I , невозможно, для исключения потери информации 
при подсчете классов 2K  и 3K  (за счет вхождения 
в область F  тех из них, что первоначально не нахо-
дились в ней), внешние объекты также отслежива-
ются, но не дискриминируются по классам и не учи-
тываются в итоговом анализе. С этой целью для 
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внешних объектов хранятся только координаты по- следнего шага идентификации. 

 
, j 1   

, j 1S   , j 1S   
, j 1   

, j 1S   

2 jZ  

, j 1   

, j 1S   
, j 1S   

, j 1   

, j 1S   

2 jZ  
 

а б 

Рис. 1. Дискриминация субъектов при взаимодействии их  
с соответствующими им объектами 

 
Таким образом, на каждом шаге сканирования 

( j 1, 2, ...)  решение задачи идентификации субъек-
тов по описанным выше процедурам для возможных 
четырех ситуаций обеспечивает адекватное (соот-
ветственно точности по положению max sv    и вре-
мени s ) отслеживание траекторий исходных и 
внешних объектов. При этом по окончании всего 
процесса сканирования, для каждого исходного объ-
екта I  имеем 

– одну полную траекторию mJ , если объект 

  не имел взаимодействий и не покидал область F , 
либо 

– одну усеченную траекторию *
kJ , k m , 

если объект   покинул область F  на шаге k , либо 

– две усеченных траектории – *
kJ  (до взаимо-

действия на шаге k ) и kJ  (или (1)
, jJ ), определяю-

щие движение объекта после взаимодействия до 
конца сканирования или до выхода из области F . 

Рассмотрим теперь метод решения задачи дис-
криминации траекторий объектов из множества I  
по классам 1K , 2K , 3K . Заметим, что в имеющемся 
представлении, траектории, если требуется, можно 
интерпретировать и как выборки в статистическом 
смысле.  

При решении задачи дискриминации типа тра-
ектории, в целях упрощения индексации, рассмот-
рим объект, i I , который за период sT m   не 
имел взаимодействий и не покинул области F . То-
гда траекторию этого объекта определяет последо-
вательность точек i m il i l i l l 0,1,...,mJ {s (x , y )}   . 

Дискриминация класса 1K . Если объект i I  
принадлежит классу 1K , совокупность точек 

i m il i l i l l 0,1,...,mJ {s (x , y )}    должна, в среднем, 

располагаться в пределах круга (рис. 2) достаточно 
малого радиуса 0R  с центром в некоторой точке 

i z zz (x , y ) , и в некоторой окрестности, где объект 
i  совершает слабые флуктуации, обусловленные 
собственной малой подвижностью или дрейфом, 
связанным с током жидкости. 

 
 

0R  

zx  

zy  
iz  

ilS  

x 

y 

0 
 

Рис. 2. Дискриминация объектов класса К1 
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Пусть  

m

z il
l 0

1x x
m 1 


  ,       

m

z il
l 0

1y y
m 1 


  ;         (2) 

m

l
l 0

2 2 1/2
l il z il z

1R r ;
m 1

r [(x x ) (y y ) ] ;





   


            (3) 

m
2

l
l 0

1S [r R]
m 

  .                    (4) 

Рассмотрим следующие критерии дискрими-
нации для отнесения объекта i  к классу 1K : 

(1)
1f : 2 2 1/2

il z il z 0
l 0,1,...,m

max [(x x ) (y y ) ] R


    ; (5) 

(1)
02f : R R ;                        (6) 

(1)
03f : P[H : r R ]   .                (7) 

Критерий (5) определяет жесткую детермина-
цию условия о том, что объект i  не удалился от 

начальной точки 0 0
i i(x , y )  на расстояние, превы-

шающее 02R , а, в среднем, совершает флуктуации  
в пределах круга радиуса 0R  с центром в точке 

i z zz (x , y ) . На практике этот критерий важен там, 
где следует выделить максимальное число объек-
тов, хоть в малой степени обладающих подвижно-
стью. Кроме того, он может быть полезен при вы-
борках малого объема. 

Критерий (5) определяет, что средняя флук-
туация объекта соответствует значению R0, харак-
терному для данных условий эксперимента (по тем-
пературе, плотности анализируемой среды и др.). В 
смысле жесткости дискриминации он занимает про-
межуточное положение между (4) и (6). 

Критерий (7) определяет, что если рассматри-
вать совокупность точек 

i m il i l i l l 0,1,...,mJ {s (x , y )}    

как выборку с доверительной вероятностью  , можно 
считать, что истинное отклонение r  объекта от цен-
тра флуктуаций не превышает предельного значения 

0R . Этот критерий целесообразен там где нет воз-
можности задаться точным значением 0R , или  при 
исследовании нового состава для определения крити-
ческого значения 0R . Флуктуации объекта, с одной 
стороны, имеют случайный характер и определяются 
внешними факторами и слабой подвижностью самого 
объекта. Поэтому, в силу независимости блужданий 
объекта и идентичности типа его движений по шагам, 
в первом приближении можно считать, что величины 

2 2 1/2
l il z il zr [(x x ) (y y ) ]     из (2) одинаково рас-

пределены, и тогда их среднее R  стремится к нор-
мальному распределению. С другой стороны, объект 
i  может испытывать дрейф, в связи с чем в качестве 
центра распределения имеет смысл рассматривать не 

начальную точку 0 0
i i(x , y ) , а точку i z zz (x , y ) . 

Тогда на уровне значимости 1    можем 
принять [5]  гипотезу (7) о принадлежности объекта 
i  классу 1K  при выполнении соответствующего из 
следующих двух неравенств, определяющих крите-
рий с левосторонней критической областью для 
выборок различного объема:  

0R R
m 1 u

S 


  ,      при  m 50 ,       (8) 

0
/2;m

R R
m t

S 


 ,    при  m 50 ,       (9) 

где u ,  /2,mt  – квантили для нормального закона 
и распределения Стьюдента, соответственно. 

Дискриминация класса 2K . Поскольку неко-
торые объекты могут покидать область F до того 
как их класс по окончании сканирования может 
быть адекватно дискриминирован по одной или 
двум усеченным траекториям. Отнесем эти объекты 
к классу 4K . Заметим, что класс 4K  не может со-
держать неподвижных объектов класса 1K  из экс-
периментальных исследований известно [6], что, в 
среднем, класс 4K  составлен из объектов классов 

2K  и 3K  в соотношении 1:1. К числу таких объек-
тов относим те, у которых число точек в усеченной 
траектории не превышает предельного значения *N  
(как правило, полагают *N 10 ), либо объекты с 
нерегулярной траекторией, для которых ни один из 
рассматриваемых ниже критериев не дает устойчи-
вой дискриминации. 

Если объект i  принадлежит классу 2K , его 
траектория i mJ  il i l i l l 0,1,...,m{s (x , y )}  , в силу 

возмущений и собственных флуктуаций, не являет-
ся точной окружностью и, в среднем, должна рас-
полагаться в пределах кольца (рис.3) с радиусами 

1R  и 2R , 0 1 2R R R   и центром в некоторой 
точке i z zz (x , y )  вида (2). Поэтому для дискри-
минации манежного объекта достаточно устано-
вить, что радиус его орбиты лежит в соответствую-
щих пределах; для этого используем следующие 
обобщения критериев  (5) – (7)  

(2)
1f : 

2 2 1/2
l z l z 2

l 0,1,...,m
2 2 1/2

l z l z 1
l 0,1,...,m

max [(x x ) (y y ) ] R ,

min [(x x ) (y y ) ] R ;





    



   


   (10) 

(2)
1 22f : R R R ;                  (11) 
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(2)
1 23f : P[H : R r R ] .               (12) 

 

2R  

zx  

zy  

ilS  

x 

y 

0 

1R  
iz  

 
Рис. 3. Дискриминация объекта класса 2K  

 
Подобно (4), критерий (9) определяет дискри-

минацию кругового движения без дрейфа при жест-
ко специфицируемых стандартах на подвижность 
объекта за счет задания радиусов 1 2R , R . При этом 
max  в (10) исключает смешение классов 2K  и 3K ,а 
min  – классов 1K  и 2K , что может быть актуально 
для усеченных выборок. То же, что и о критериях 
(6) и (7), можно сказать и о критериях (11) и (12) с 
тем отличием, что для принятия гипотезы о манеж-
ном движении объекта необходимо выполнение 
двух условий, аналогичных (8), (9), для окружностей 
с радиусами 1 2R , R , соответственно: 

1 2R R R ;
S u
m 1



   


 



(при m 50 );       (13) 

1 2

/2,m

R R R ;
S t

m


   


 
 при m 50 .          (14) 

Дискриминация класса 3K . Если объект i  не 
относится к классам 1K  или 2K , его можно просто 
отнести к классу 3K , либо воспользоваться моде-
лью линейной регрессии, которая позволяет с доста-
точной точностью отличить траекторию, близкую к 
прямой или параболе, от замкнутой  траектории ма-
нежного типа. При этом более точная оценка скоро-
сти объекта, не связанная с использованием линей-
ной модели (рис. 4), определяется отношением фак-
тического перемещения и времени T 

m
2 2 1/2

i,l 1 i,l i,l 1 i,l
l 1

1c [(x x ) (y y ) ]
T  


    .  (15) 

 

 
 

Рис. 4. Дискриминация объекта класса 3K  
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Для траектории i m il i l i l l 0,1,...,mJ {s (x , y )}    

оценки параметров уравнения регрессии  
y ax b  ,                              (16) 

полученные по методу наименьших квадратов, име-
ют вид 

a* y b*x  ;                           (17) 
m

il il
l 0

m
2

il
l 0

(x x)(y y)
b*

(x x)





 








,                   (18) 

где 
m m

il il
l 0 l 0

1 1x x , y y .
m m 

                 (19) 

Тогда для проверки гипотезы об адекватности 
модели регрессии (16), т.е. о том, что объект i  не 
является неподвижным или манежным, а движется 
по незамкнутой линии, более или менее близкой к 
прямой или параболе, достаточно проверить [3, 4] 
выполнение следующего неравенства  

1 2

m
2

il
l 0

,f ,fm
2

il il
l 0

b* (m 1) (x x)
F

(y a * b* x )






 



 




,      (20) 

где 
1 2,f ,fF  – критическая точка распределения Фи-

шера для уровня значимости 1    и числа сте-
пеней свободы 1 2f 1, f m 1   . 

В случае, если объект i  не может быть отнесен 
к классам 1K  или 2K , а по критерию (20) не может 
быть отнесен и к классу 3K , относим его к классу 

4K , как подвижный объект со сложной траектори-
ей, оценив его скорость по (15). 

Выводы 
Предложенная модель оценки скорости, траек-

тории и ритмики движения отдельных клеток и оп-
ределение их параметров может быть применена в 
режиме реального времени  и апостериорно (в слу-
чае запоминания данных обо всех шагах сканирова-
ния). При этом после дискриминации объектов по 
классам и оценивания их параметров по приведен-
ным моделям, расчет требуемых характеристик об-
разца – 1n  ( 1p ), 0r , mr  и СКО производится стан-
дартным образом на основе статистических методов 
точечного и интервального оценивания. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОЦІНКИ РУХОМОСТІ  
МІКРОБІОЛОГІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

В.А. Краснобаєв, О.Д. Чєрєнков 
У роботі запропонована модель для оцінки швидкості, траєкторії і ритміки руху окремих кліток і визначення їх 

параметрів  в режимі реального часу. 
Ключові слова: модель, траєкторії руху, біологічний об'єкт. 
 

MATHEMATICAL MODEL FOR ESTIMATION  
OF BIOLOGICAL MICRO OBJECTS MOVES 

V.A. Krasnobayev, A.D. Cherenkov  
In work a model is offered for the estimation of speed, trajectory and ритмики of motion of separate cages and determina-

tion of their parameters  in the real-time mode. 
Keywords: model, trajectories of motion, biological object. 


