
Математичні моделі та методи 

 183 

УДК 004.415.28 
 
М.С. Львов 
 
Херсонський державний університет, Херсон 
 

МЕТОД МОРФІЗМІВ РЕАЛІЗАЦІЇ АЛГЕБРАЇЧНИХ ОБЧИСЛЕНЬ  
В МАТЕМАТИЧНИХ СИСТЕМАХ НАВЧАЛЬНОГО ПРИЗНАЧЕННЯ  

 
Реалізація алгоритмів виконання алгебраїчних обчислень є однією з основних задач, що виникають при 

реалізації математичних систем, основаних на символьних перетвореннях. Математичною моделлю цієї 
задачі є багатосортні алгебраїчні системи (БАС). У даній роботі ми аналізуємо один з основних методів 
побудови специфікацій багатосортних алгебраїчних систем, оснований на понятті морфізмів (тобто ізо-
морфізмів та гомоморфізмів) БАС. Цей метод ми застосовуємо до побудови ієрархії БАС математичних 
систем навчального призначення. Численні приклади ілюструють основні теоретичні положення. Практи-
ка використання методу морфізмів при розробленні математичних систем навчального призначення пока-
зала його ефективність.    
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Вступ 

Розроблення алгоритмів виконання алгебраїч-
них обчислень є однією з основних задач, що вини-
кають при реалізації математичних систем, основа-
них на символьних перетвореннях [8, 9]. Математи-
чною моделлю цієї задачі є багатосортні алгебраїчні 
системи (надалі БАС).  Практика розроблення навіть 
достатньо простих математичних систем навчально-
го призначення [1 – 3] показала, що реалізація алге-
браїчних обчислень потребує ретельного попере-
днього проектування БАС шляхом розроблення іє-
рархій сортів БАС та специфікацій інтерпретаторів 
багатосортних алгебраїчних операцій [8].  

Для реалізації обчислень, основаних на симво-
льних перетвореннях, ми використовуємо систему 
алгебраїчного програмування APS [4 – 6], адаптова-
ну В. Пеcчаненко [10] для наших цілей. APS вико-
ристовує технології алгебраїчного програмування, 
основані на  використанні систем правил перепису-
вань та стратегій переписувань на верхньому рівні 
системи (мовою APLAN) та можливості ефективної 
реалізації алгоритмів алгебраїчних обчислень на 
нижньому рівні (мовою С++). Метод морфізмів, 
який ми розглядаємо, по суті є методом перетворен-
ня типів даних. Застосування методу морфізмів у 
поєднанні з іншими методами програмування БАС 
[11 – 13] дозволяє з єдиних теоретичних позицій 
підходити до розв’язання задач проектування БАС. 
Побудова БАС як структури ізоморфних представ-
лень алгебр дозволяє розробити таке ядро алгебраї-
чних обчислень математичної системи, яке дуже 
просто розширювати на нові предметні області.  

Практика використання цього підходу при 
розробленні математичних систем навчального 
призначення довело його ефективність і навіть 
універсальність.    

1. Багатосортні алгебри як математична 
модель алгебраїчних обчислень  

1.1. Сигнатури багатосортної алгебри. 
Означення 1.1 Нехай U = {u1,…,uk} – скінчена 

множина символів, яка називається сигнатурою сор-
тів. Символи lu , {1,..., k}l  називаються іменами 
сортів або просто сортами.  

Далі ми будемо користуватися, зокрема, таки-
ми сортами – елементами сигнатури сортів: 

Variable – ім’я сорту – множини змінних, 
Bool –  ім’я сорту – множини логічних значень, 
Nat – ім’я сорту – множини натуральних чисел, 
Int – ім’я сорту – множини цілих чисел, 
Real – ім’я сорту – множини дійсних чисел. 
Інші імена сортів ми будемо вводити при озна-

ченні відповідних алгебраїчних понять.  
Означення 1.2 Нехай, далі, 

1 ku u{S ,...,S }S  – 

скінчене сімейство множин, індексованих іменами 
сортів, які називаються областями значень відповід-
них сортів:  

VariableS  – множина змінних,  

BoolS  – множина {False, True}, 

NatS  – множина натуральних чисел, 

IntS  – множина цілих чисел, 

RealS  – множина дійсних чисел. 
Означення 1.3 Багатосортною операцією f  

над сімейством S називається відображення 

1 2 mu u u vf : S S ... S S    , де 1 mu ,..., u , vU  – 

сорти аргументів та області значень операції f , від-
повідно, а m – арність операції f .   

Тип операції визначається переліком імен сор-
тів її аргументів та іменем сорту області її значень. 
Тип операції f  будемо позначати через 
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1 m(u ,...,u ) v . Сигнатурою   операцій називаєть-
ся скінчена множина символів операцій разом з ві-
дображенням, яке кожному символу   спів ста-
вляє багатосортну операцію f  разом з її типом 

(якщо   символ операції, то вираз 

1 m: (u ,..., u ) v   означає, що цьому символу спі-
вставлено операцію типу 1 m(u ,...,u ) v ).  

Багатосортною операцією, є, наприклад, опера-
ція множення у векторному просторі. Якщо 
VectorSpace – ім’я сорту – множини векторів на по-
лем Real дійсних чисел, то операція множення Mult 
“*” задає відображення    

Mult : Real  VectorSpace  VectorSpace. 
Надалі ми будемо користуватися більш звич-

ними, тобто традиційними математичними позна-
ченнями операцій. Оскільки множення вектора на 
скаляр э бінарною операцією з інфіксною формою 
запису, маємо:   

Real * VectorSpace  VectorSpace. 
Означення 1.4. Визначимо сорт Bool з областю 

значень BoolS {True, False} . Багатосортним преди-
катом P  називається відображення 

1 mu u BoolP : S ... S S   , де 1 mu ,...,u U , послідов-

ність 1 mu ,...,u  визначає тип предикату, а число m – 
його арність. Сигнатура   багатосортних предика-
тів визначається аналогічно сигнатурі операцій як 
множина операцій символів предикатів, яким поста-
влені у відповідність багатосортні предикати разом з 
їх типами. 

Означення 1.5. Багатосортною алгебраїчною 
системою А називається четвірка , , ,   A S U , 
де S – множина сортів, індексованих символами 
множини U, 1{ ,..., }   l  – сигнатура багатосорт-
них операцій, 1 p{ ,..., }     – сигнатура багатосор-

тних предикатів.  
Зауваження. Оскільки сорт Bool можна вклю-

чити до множини сортів, предикати можна розгля-
дати як багатосортні операції. Тому, об’єднавши 
сигнатури операцій та предикатів, замість розгляду 
багатосортних алгебраїчних систем далі ми будемо 
розглядати багатосортні алгебри. 

Означення 1.6. Отже, нехай , ,  A S U  ба-
гатосортна алгебра. Нехай u, vU  символи сортів 
цієї алгебри. Будемо казати, що сорт v залежить від 
сорту u, якщо одна з операцій сигнатури    має тип 

1 mu ... u ... u v     . Через vU  позначимо під-
множину сортів, від яких залежать сорт v. Підмно-
жину елементів  , що мають тип 

1 mu ... u ... u v     позначимо через v , а сімей-
ство областей значень сортів vU  позначимо через 

vS . Обмеженням vA  багатосортної алгебри А на 

сорт v називається багатосортна алгебра 
v v v v, ,  A S U .  

Таким чином, багатосортна алгебра А може бу-
ти представлена набором обмежень (алгебр) 

v , vA U , тобто 
1 ku uA ,...,A A .   

Приклад 1. Завдання полягає у тому, щоб по-
будувати програмну систему, яка підтримує спро-
щення цілих алгебраїчних та тригонометричних ви-
разів. Таким чином, ядро цієї системи має підтриму-
вати обчислення у кільці поліномів та кільці триго-
нометричних виразів багатьох змінних над полем 
раціональних чисел. Отже специфікаціям підляга-
ють такі алгебри – обмеження на указані сорти: 

1. MultiPolynom – кільце поліномів багатьох 
змінних. 

Сигнатура операцій:  
MultiPolynom + MultiPolynom  MultiPolynom 
MultiPolynom - MultiPolynom  MultiPolynom 
MultiPolynom * MultiPolynom  MultiPolynom 
MultiPolynom ^ Int  MultiPolynom 
Rat * MultiPolynom  MultiPolynom 
MultiPolynom / Rat  MultiPolynom 
2. MultiTrig – кільце тригонометричних полі-

номів багатьох змінних. 
Сигнатура операцій:  
Sin(LinComb)  MultiTrig 
Cos(LinComb)  MultiTrig 
MultiTrig + MultiTrig  MultiTrig 
MultiTrig - MultiTrig  MultiTrig 
MultiTrig * MultiTrig  MultiTrig 
MultiTrig ^ Int  MultiTrig 
Rat * MultiTrig  MultiTrig 
MultiTrig / Rat  MultiTrig 
3. LinComb – векторний простір лінійних ком-

бінацій багатьох змінних (аргументи тригонометри-
чних поліномів). 

Сигнатура операцій:  
Pi 
LinComb + LinComb  LinComb 
LinComb - LinComb  LinComb 
Rat * LinComb  LinComb 
LinComb / Rat  LinComb 
4. Rat – поле раціональних чисел (коефіцієнти 

поліномів та тригонометричних поліномів). 
Rat + Rat  Rat 
Rat - Rat  Rat 
Rat * Rat  Rat 
Rat ^ Int  Rat 
Rat / Rat  Rat   //Знаменник не дорівнює нулю 
5. RatBool – доповнення Bool предикатами рі-

вності та порядку на раціональних числах. 
Rat = Rat  Bool 
Rat < Rat  Bool 
Rat > Rat  Bool 
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Rat <= Rat  Bool 
Rat => Rat  Bool 
Відношення залежності сортів породжує струк-

туру залежності на множині алгебр u , uA U : алге-
бра vA  залежить від алгебри uA  якщо сорт v зале-

жить від сорту u. Якщо відношення залежності не 
має циклів, то багатосортну алгебру можна будувати 
крок за кроком (інкрементно), будуючи алгебру vA , 
якщо алгебри, від яких  uA  залежить, вже побудо-
вані. 

 

 
Рис. 1. Діаграма відношення залежності алгебр прикладу 1. 

 
1.2. Аксіоми та конструкції багатосортної ал-

гебри. Для побудування алгебр Au ми використовуємо 
їх аксіоматичні та конструктивні описи (означення). 

Означення 1.7. Аксіомою алгебри uA  назива-
ється тотожність або умовна тотожність у сигнатурі 

u . Аксіоматичним описом алгебри uA  є, за озна-
ченням, є скінчений набір аксіом (система аксіом) 
алгебри uA . 

В математиці, зокрема, в алгебрі, аксіоматич-
ний метод широко застосовується для визначення 
властивостей різноманітних предметних областей. 
За допомогою аксіом визначаються так звані абст-
рактні властивості – властивості, незалежні від при-
роди множини, на якій діють алгебраїчні операції. 
Ми будемо користуватися алгебраїчною терміноло-
гією та відповідними системами аксіом з підручника 
[Ван дер Варден. Алгебра].   

Для визначення конкретної алгебри разом з ак-
сіомами часто використовують так звані постулати 
мінімальності. Наприклад, поле раціональних чисел 
можна визначити як мінімальне поле, яке містить 
множину натуральних чисел. 

Конструктивний опис алгебри uA  – це озна-
чення конструктору сорту Su (тобто визначення тер-
мів, множина яких утворює сорт Su) та множини 
інтерпретаторів операцій u .  

Означення 1.8. Сигнатурою конструкторів uT  
називається скінчена множина символів операцій 
разом з відображенням, яке кожному символу 

uT  співставляє символ сорту u  разом з перелі-
ком символів сортів його аргументів (якщо   сим-
вол операції, то вираз 1 mu (u ,..., u )   означає, що 
цьому символу співставлено символ сорту u та сим-
воли  сортів його аргументів 1 mu ,...,u . 

Конструктором сорту Su алгебри uA  назива-
ється система рівностей, яка визначає синтаксично 

елементи сорту Su як терми у сигнатурі u . Отже, 
сорт Su – це множина термів у (власній) сигнатурі 

u  конструктора сорту Su.  
Означення 1.8 є ключовим у нашому підході до 

специфікації алгебраїчних обчислень. Тому ми на-
дамо необхідні приклади та пояснення.     

Приклад 2. Поле Rat раціональних чисел 
Елементи цього поля – раціональні числа, які 

представляють у вигляді звичайних дробів. Конс-
труктор сорту визначає стандартну форму представ-
лення елементу цього сорту. Частіше за все це кано-
нічна форма.  Таким чином,  

 Rat Int Nat
pS { : p S ,q S ,GCD(p,q) 1}
q

    .     (1) 

Роль конструктора сорту грає символ - горизон-
тальна риска. Цей же символ математики використо-
вують для позначення операції ділення, зокрема, у 
Rat. Це явище у математиці є розповсюдженим. Таку 
ж роль грає, наприклад, символ кореня, символи до-
давання та множення ( a b* 2 ). І ці приклади мо-
жна продовжувати. Виявилося, однак, що для задачі 
специфікацій алгебраїчних обчислень це не зовсім 
зручно. Конструктори сортів, з нашої точки зору, 
мають бути позначеними окремо. Тому ми вводимо 
окремо поняття сигнатури операцій   та сигнатури 
конструкторів  . Зокрема, для конструктора сорту 
Rat ми використовуємо подвійну нахильну  риску: 

Rat Int NatS {p / /q : p S ,q S ,GCD(p,q) 1}    . (2) 
Ще однією важливою обставиною є те, що у ста-

ндартних формах представлення елементів сортів син-
таксичні аспекти означення, які визначаються симво-
лами конструкторів, практично завжди поєднуються з 
семантичними аспектами, що задаються у вигляді кон-
текстних умов, тобто предикатів. У нашому прикладі 
таким предикатом є рівність  GCD(p,q) 1 . 

Приклад 3. Кільце Polynom поліномів однієї 
змінної над полем Rat. 

MultiPolynom MultiTrig RatBool 

Rat 

LinComb 

Variable 
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Елементи цього поля - поліноми, які представ-
лені звичайно у вигляді суми мономів, упорядко-
ваних у порядку спадання степенів.  

Polynom 0 1 k i Monom

i i 1

S {M M ... M : M S ,

deg(M ) deg(M )}.

    


 

У специфікаціях сорту Polynom це означення 
має бути рекурсивним, оскільки треба видалити з 
формули символ “три точки” та визначити окремо 
випадок, коли поліном містить лише один моном. 
Як ми побачимо, при такому підході окремо треба 
визначити ще поняття степеня полінома.   

Polynom Monom Polynom
df

Monom

S {Q: Q M P,M S ,P S ,

degQ degM;deg(M) deg(P)} S .

    

  
(3) 

Очевидно, що традиційні математичні формули 
такого типу не пристосовані для специфікацій. От-
же, для визначення носіїв сортів ми будемо корис-
туватися спеціальною мовою специфікацій, яка до-
пускає нерекурсивні та рекурсивні синтаксичні ви-
значення елементів сортів, визначення функцій до-
ступу (зокрема, для формулювання контекстних 
умов) та контекстні умови. Наведемо визначення 
сортів наших прикладів цією мовою:          

 
Rat r ={ 
  (Int a)//(Nat b); // Конструктор сорту 
  Num(r) = a, Den(r) = b;  // Функції доступу 
  GCD(a, b) = 1 // Контекстна умова 
}; 
 
Monom M = { 
 (Rat c)$(Const Variable x)^^(Nat n); // 
Конструктор сорту 
   Coef(M) = c, // Функції доступу 
   Var(M) = x, 
   Deg(M) = n 
       };  
 
Polynom P = { 
  (Monom M)++(Polynom Q);  // Конструктор сорту 
   LeadMon(P) = M, // Функції доступу 
  LeadCoef(P) = Coef(M), 
  Deg(P) = Deg(M); 
  Deg(P) > Deg(Q)  // Контекстна умова 
    }; 

Для того, щоб реалізувати обчислення в деякій 
алгебрі v , vA U , потрібно реалізувати алгоритми 
виконання кожної її операції таким чином, щоб ви-
конувались аксіоми цієї алгебри. 

Означення 1.9. Інтерпретатором операції си-
гнатури u  називається функція, яку реалізовано 
алгоритмом виконання відповідної операції.  

Інтерпретатори операцій визначають засобами 
мови програмування. Для наших цілей застосову- 
 

ється мова APLAN. Отже, ми включаємо цю мову у 
мову специфікацій.    

Таким чином, для аксіоматичного та конструк-
тивного опису алгебри Аv до її означення ми вклю-
чаємо скінчену множину аксіом vAx  та скінчену 
множину інтерпретаторів vI . Тоді багатосортна ал-
гебра Аv визначається наступним чином: 

v v v v v v v, , , , Ax , I   A S U . 
1.3. Методи побудови багатосортної алгебри.  
Побудова структури багатосортних алгебр по-

лягає у специфікуванні, прототипуванні та реалізації 
алгебраїчних обчислень. Специфікації структури 
багатосортних алгебр здійснюється у термінах роз-
ширень, гомоморфізмів, ізоморфізмів та спадкуван-
ня багатосортних алгебр. Таким чином, разом з діаг-
рамами залежності, які є графічними моделями спе-
цифікацій сигнатур операцій та конструкторів, бу-
дуються діаграми розширень, діаграми морфізмів 
(тобто ізоморфізмів та гомоморфізмів) та діаграми 
спадкування. Ці діаграми є графічними моделями 
специфікацій конструкторів алгебр та інтерпретато-
рів відповідних алгебраїчних операцій. Зараз ми 
розглянемо метод морфізмів. Метод розширень опи-
сано у [11, 12] . Метод спадкування описано у [13]. 

2. Метод морфізмів специфікацій  
алгебраїчних обчислень  

Означення 2.1. Нехай Аu та Av – багатосортні 
алгебри. Багатосортна алгебра Av називається гомо-
морфною багатосортній алгебрі Аu, якщо існує таке 
відображення u v: S S  , що для будь-якої опера-
ції 1f  типу 1 m m 1: (u ,..., u,..., u,..., u ) u    існує 
операція 2f  типу 1 m m 1: (u ,..., v,..., v,..., u ) u    та 
виконується рівність  

1 1 m

2 1 m

H(f (a ,..., a,...,b,..., a ))
f (a ,..., H(a),...,H(b),..., a ),




 

де       1

m

1 m u u

v u v u

(a ,..., a, H(a), b,H(b),..., a ) S ... S

S S S ... S .

   

    
 

Багатосортні алгебри Аu та Av називаються ізо-
морфними, якщо існує взаємно однозначний гомо-
морфізм:  u v: S S  . 

Гомоморфізми та ізоморфізми багатосортних 
алгебр – зручний засіб для опису  алгебраїчних об-
числень в багатьох ситуаціях. З точки зору програ-
мування – це функції перетворення типу.  

Двоспрямована пунктирна стрілка на рис. 2 озна-
чає той факт, що між алгебрами 

1uA  та 
2uA  визначе-

но ізоморфізм, а односпрямована пунктирна стрілка 
означає, що визначено гомоморфізм  з 

2uA  у 
3uA . 

 
 

Рис. 2. Фрагмент діаграми морфізмів 

1uA  2uA  3uA
 

4uA  
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Приклад 4. Кільце Polynom поліномів однієї змін-
ної над полем Rat. Елементи цього поля визначені конс-
трукторами, наведеними у прикладі 2. Конструктор сор-
ту Monom визначає моном виду ka *x . У такому вигля-
ді, користуючись математичним редактором,  здійсню-
ють введення поліномів-даних і отримують поліноми-
результати обчислень. Відомо, однак, що більш ефекти-
вним представленням поліномів однієї змінної у пам’яті 
є так зване розріджене представлення, у якому мономи є 
парами (коефіцієнт, степінь), а поліном – упорядкова-
ною послідовністю мономів. Таким чином, ми маємо 
справу з двома ізоморфними представленнями по суті 
однієї алгебри і проблема полягає у побудові специфі-
кацій, які адекватно відображають метод обчислень: 
треба спочатку здійснити перетворення введених даних 
у внутрішнє (ефективне) представлення, виконати обчи-
слення, а потім здійснити обернене перетворення у зов-
нішнє представлення. Специфікації функцій перетво-
рень H та H-1 задаються рівностями: 

k 1 kH(a * x ) ((a, k), x); H ((a, k), x) a *x  ; 
H((m, x) P) ((m, H(P)), x)   ,  

де M (m, x), m (a, k)   
Зауваження. У цих рівностях замість явного 

виду M можна користуватися функціями доступу. 
Наприклад, m та x можна замінити на функції до-
ступу, які мають бути визначені у специфікаціях 
сорту Monom: 

Cont(M) = (a, k), Arg(M) = x. 
Тоді отримаємо 

H(M) (Cont(M), Arg(M));
H(M P) ((Cont(M), H(P)), Arg(M))   . 

Іншим прикладом використання ізоморфізмів є 
ізоморфізми, за допомогою яких визначаються три 
представлення раціональних чисел, якими оперує 
шкільний курс алгебри: звичайні дроби, змішані 
дроби та десяткові періодичні дроби. 

 

 
 

Рис. 3. Ізоморфні представлення поля раціональних чисел 
 
Як уже було відзначено, метод морфізмів є од-

ним з основних методів специфікацій БАС. У при-
кладі 4 також відзначено одна з важливих ситуацій, 
в якій для специфікацій багатосортної алгебри за-
стосовуються ізоморфізми – специфікації конверта-
цій представлень елементів алгебр. Насправді необ-
хідність у перетвореннях даних, які по суті є ізомо-
рфізмами алгебр, виникає на етапі введення даних, 
існує протягом виконання обчислень та завершуєть-
ся етапом відображення даних. 

1. На етапі введення даних або з клавіатури, або з 
інших джерел математичні формули мають бути пред-
ставлені у стандартних формах (MathML, OpenMath 
тощо). Система алгебраїчного програмування (напри-
клад, APS) пропонує користувачу свій власний фор-

мат. Таким чином, має бути реалізованим перетворен-
ня MathML < == > APS, яке по суті є ізоморфним пе-
ретворенням математичних виразів. Вимога сумісності 
системи  APS з іншими математичними пакетами 
(Maple, Mathematica) означає необхідність програму-
вання конверторів MathML < == > OpenMath. 

2. Як уже було відзначено, у зв’язку з вимогами 
ефективності алгоритмів алгебраїчних обчислень 
треба реалізувати перетворення представлень еле-
ментів багатосортної алгебри. Перелічимо основні 
канонічні форми лише поліномів однієї змінної: 

 у вигляді суми мономів, упорядкованих за 
спаданням степенів – для введення - виведення; 

 у рекурсивному вигляді (схема Горнера) – 
для ефективного алгоритма обчислення значення 
многочлену 

 у вигляді списку “коефіцієнт-степінь” – для 
ефективного використання пам’яті та алгоритмів 
лінійних операцій додавання та множення на число; 

 у вигляді вектора коефіцієнтів – для ефек-
тивних алгоритмів множення; 

 у вигляді вектора коефіцієнтів «молодша 
половина – старша половина» - для алгоритму мно-
ження Карацуби; 

 у вигляді вектора коефіцієнтів «мономи па-
рних степенів – мономи непарних степенів” – для 
алгоритму швидкого перетворення Фур’є. 

Зауважимо, що поряд з ізоморфними відобра-
женнями алгебр, деякі важливі алгоритми потребу-
ють також гомоморфних відображень. Класичним 
прикладом є алгоритм Берлекемпа факторизації по-
ліномів, першим етапом якого є гомоморфне відо-
браження поліному з цілими коефіцієнтами у полі-
ном з коефіцієнтами зі скінченого поля GF(p). Більш 
детально метод гомоморфізмів розглянуто в [15].  

Оскільки ізоморфізми визначаються як відо-
браження носіїв подібних алгебр, їх специфікація 
здійснюється за діаграмою (рис. 4). 

Продовжимо розгляд прикладів. 
Приклад 5. Обчислення у полі Rad квадратних 

радикалів. 
Нашою метою є розв’язання задачі спрощення 

раціональних числових виразів, які містять квадрат-
ні корені з раціональних чисел. Наведемо приклад 
такого виразу: 

2(2 20 3 12) 4 /15A
(5 6) (2 3 5 /12)

 


  
. 

Результатом такого спрощення є цілий число-
вий вираз, який можна представити у вигляді ліній-
ної комбінації коренів 2, 3, 5  та їх добутків з 
раціональними коефіцієнтами 

0 1 2 3 4 5 6 7A r r 2 r 3 r 5 r 6 r 10 r 15 r 30         
Отже, у цій задачі ми маємо справу з полем 

Rad1, елементи якого мають вид 0 i i
i

B r r q  , 

де ir  – раціональні числа, iq - натуральні числа,  
вільні від квадратів, причому 1 2 iq q ... q ...    . 

Quot Mix- Period



Системи обробки інформації, 2009, випуск 6 (80)                                                                         ISSN 1681-7710 

 188

 
 

Рис. 4. Діаграма – принцип специфікацій ізоморфізмів алгебр 
 

Діаграма специфікацій алгебр для нашого при-
кладу має вигляд: 

 
 

Рис. 5. Діаграма специфікацій алгебр прикладу 5 
 
Оскільки Rad1 є упорядкованим полем, ми ма-

ємо визначити абстрактне упорядковане поле 
OrdField, яке спадковує Field, LinOrd  та містить 
аксіоми, які пов’язують операції поля та відношення 
порядку: 

 
Sort OrdField::Field, LinOrd; 
Axioms      
a < b -> a+c < b+c, 
(c > 0)&(a < b) -> a*c < b*c,  
a<>0 -> a*a > 0; 
… 
Поле Rad1 є розширенням Rat. Поле Rad є бі-

нарним динамічним розширенням  Rat. Один з мож-
ливих ефективних підходів до реалізації алгоритмів 
спрощення виразів у полі  Rad1 полягає у реалізації 
ізоморфізму H : Rad1 Rad , обчисленні значення 
виразу A  у полі Rad, і реалізації зворотного гомо-
морфізму  G : Rad Rad1 . 

Оскільки ізоморфізм H залишає нерухомими 
раціональні числа, достатньо реалізувати його для 
коренів квадратних з раціональних чисел: 

a 1 pH H( ab) q
b b b

 
   

 
, де числа p,q  є резуль-

татом застосування алгоритму звільнення від квад-
ратів до підкорінного виразу ab .  

Позначимо через rad(a, b, p) елемент поля Rad , 
а через SqrFree  –функцію звільнення від квадратів 
натурального числа. SqrFree: Nat –> Rad. Функція 

SqrFree  задовольняє умові  
2SqrFree(x) rad(0, y, p) x y p   , p  не міс-

тить множників – повних квадратів. Таким чином,  
a 1H *SqrFree(ab).
b b

 
  

 
                  (4) 

У нашому прикладі  
H( 20) rad(0, 2,5); H( 12) rad(0, 2,3);  . 

4 2H rad 0, ,15 ; H( 6) rad(0,1,6);
15 15

           
 

5 2H rad 0, ,15 .
12 12

          
 

2-ий етап обчислень – обчислення у полі Rad. 
На третьому етапі треба застосувати зворотній ізо-
морфізм 1G H . Розглянемо для цього структуру 
поля Rad.  Rad є бінарним динамічним розширенням 
Rat. Тому в традиційних математичних позначеннях  
A a b p  , де a, b  взагалі кажучи, мають той же 
вид. Для упорядкування радикалів вводимо функцію 
доступу Index: Index(rad(a, b,p) p  з контекстними 
умовами  

Index(A) max(Index(a), Index(b)),
GCD(Index(A), Index(a)) 1,
GCD(Index(A), Index(b)) 1.





 

Це означає, що   

1 1 1a a b p  ; 2 2 2b a b p  ; 

 1 2 1 2p p; p p; gcd(p,p ) 1; gcd(p, p ) 1.    . (5) 
Отже, ізоморфізм G задається співвідношенням  

G(rad(a, b,p)) a b p  , розкриттям скобок 

2 2 2b p a p b p p  , множенням радикалів 

2 2p p p p  та спрощеннями, які визначені для 
нуля та одиниці поля.. 

Отже, специфікації ізоморфного відображення 
H , якому (за традицією) надано ім’я Rad1ToRad 
мають вид: 

 
Sort Rad1::OrdField; 
Parameter Rat; 
Signature   
 RadToRad1(1): Rad -> Rad1; 

A (Абстрактна алгебра) 

A` (Конструктивна  
алгебра) 

A``(Конструктивна  
алгебра) 

H=G-1 

G=H-1 

А 

OrdField 

Rad1 Rad 
 

H=G-1 

G=H-1 

А 

Rat 
 

BDE 
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Sqrt(1): Rad -> Rad1; 
Operations 
RadToRad1: rad(a,b,p) = a + 

b*Sqrt(p); 
Sqrt:  
(a<0) -> Sqrt(a))= Exeption(‘Square 

Root from negative number’), 
Sqrt(0) = 0, 
Sqrt(p)*Sqrt(q) = Sqrt(p*q); 
 
Add: a+b = 

RadToRad1(Rad1ToRad(a)+Rad1ToRad(b)), 
Mult: a*b = 

RadToRad1(Rad1ToRad(a)*Rad1ToRad(b)), 
Div: a/b = 

RadToRad1(Rad1ToRad(a)/Rad1ToRad(b)), 
… 
 
Sort Rad::OrgField; 
Parameter Rat; 
Signature   
 Rad1ToRad(1): Rad1 -> Rad; 
SqrFree: Nat -> Rad; 
Operation 
Rad1ToRad:  
(a//b>0) -> Rad1ToRad(Sqrt(a//b))= 

rad(0,1//b*SqrFree(a*b)), 
 //частковий випадок натуральне число під знаком 

радикалу  
(a>0) -> 

Rad1ToRad(Sqrt(a)=rad(0,SqrFree(a)), 
… 
Наведемо специфікації операцій додавання, 

множення та ділення у полі Rad. 
Add: 
rad(a,b,p)+rad(c,d,p)=rad(a+c,b+d,p), 
(p>q)&(gcd(p,q)=1)-> 

rad(a,b,p)+rad(c,d,q)=rad(a+rad(c,d,q),b,
p), 

(p<q)&(gcd(p,q)=1)-> 
rad(a,b,p)+rad(c,d,q)=rad(rad(a,b,p)+c,d,
q), 

gcd(p,q)<> 1 -> 
rad(a,b,p)+rad(c,d,q)= a+rad(0,b,(p 

div gcd(p,q))*rad(0,1,gcd(p,q))+   
   (c+rad(0,d,(q div 

gcd(p,q))*rad(0,1,gcd(p,q)); 
Mult: 
rad(a,b,p)*rad(c,d,p)=rad(a*c+b*d*p,a*

d+d*c,p), 
(p>q)&(gcd(p,q)=1)-> 
  

rad(a,b,p)*rad(c,d,q)=rad(a*rad(c,d,q),b*
rad(c,d,q),p), 

(p<q)&(gcd(p,q)=1)-> 
  

rad(a,b,p)*rad(c,d,q)=rad(rad(a,b,p)*c,ra
d(a,b,p)*d,q), 

gcd(p,q)<> 1 -> 
  rad(a,b,p)*rad(c,d,q)=(a+rad(0,b,(p 

div gcd(p,q))*rad(0,1,gcd(p,q))*   
   (c+rad(0,d,(q div 

gcd(p,q))*rad(0,1,gcd(p,q)); 
Div: 
rad(a,b,p)/rad(c,d,p)=  

rad(a,b,p)*rad(c/(c^2-d^2*q), -d/(c^2-
d^2*q),q); 

 
Надамо необхідні пояснення до правил операції 

додавання та множення. Контекстні умови констру-
ктору rad (5) потребують взаємної простоти радика-
лів, які визначають індекси в бінарному алгебраїч-
ному розширенні. Тому при додаванні або множенні 
чисел  a b p , c d q , перш, ніж перевіряти нері-
вності p q,q p    слід забезпечити  взаємну прос-
тору індексів: gcd(p,q) 1 . Позначимо 

1 1d gcd(p,q), p pdivd, q q divd.    
Тоді  

1a b p a b p * d,   1c d q c d q * d   .(6) 
В цій формулі радикали задовольняють умові 

взаємної простоти. Тому, якщо gcd(p,q) 1 , ми ви-
конуємо попередньо перетворення (6) , а потім – 
операцію додавання або множення.  

Зауважимо, що поле Rad є динамічним розши-
ренням Rat, тому специфікації операцій мають бути 
доповнені правилами, один з аргументів яких є ра-
ціональним числом - елементом Rat . Для того, щоб 
уникнути цих доповнень, можна представити раціо-
нальне число r у вигляді  

r Rad(r,0, 1)  ( r r 0* 1  ). 
Тоді, як легко перевірити, при виконанні опе-

рації у випадку, коли один з її аргументів – раціона-
льне число, виконається одне з перших трьох пра-
вил, оскільки  gcd(p,1)=1 і )&(gcd(1,q)=1.  

Нарешті, специфікації Rad мають визначати 
відношення строгого порядку  

rad(a, b,p) rad(c,d,q) , 
яке є продовженням цього відношення на Rat.  

(rad(a,b,p) < rad(c,d,p)) = (rad(a – c,b – d,p) < 0), 
(p < q)–> (rad(a,b,p) < rad(c,d,q)) =  
= rad(a – c + rad(0,b,p),–d,q) < 0, 
(p > q)–> (rad(a,b,p) < rad(c,d,q)) =  
= rad(a – c – rad(0,d,q), b,q) < 0, 
rad(a,b,p) < 0 = (b < 0) & ((a <= 0)| 
(a > 0) & (b ^ 2*p > a ^ 2))| 
(b > 0) & (a < 0) & (b ^ 2*p < a ^ 2)).  
Ці обчислення по суті зводять нерівності виду 

A B  до нерівностей A B 0  та відповідають 
структурі Rad як бінарного динамічного розширення 
Rat. Тому їх можна реалізувати за допомогою функ-
ції  

Neg(1):Rad -> Bool, Neg(a) a 0  , 
(rad(a,b,p)< rad(c,d,p)) = Neg(rad(a – c,b – d,p)), 
(p<q)–> (rad(a,b,p)<rad(c,d,q)) =  
= Neg(rad((a – c + rad(0,b,p),–d,q)), 
(p>q)–> (rad(a,b,p)<rad(c,d,q)) =  
= Neg(rad((a – c – rad(0,d,q), b,q)), 
Neg(a,b,p) = Neg(b) & (Neg(a)|(a = 0) 
 |Neg(–a)) & Neg(a^2 – b^2*p)) 
 |Neg(–b) & Neg(a) & Neg(b^2*p – a^2)).  
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Висновки: парадигма  
алгебраїчних обчислень 

Практика реалізації обчислень у багатосортній 
алгебрі програмної системи ТерМ, інших математи-
чних системах навчального призначення показала, 
що підхід, застосований нами у прикладі для специ-
фікацій Rad, є по суті універсальним. Цей підхід ми 
розглянули детально, починаючи з означень багато-
сортної алгебри і закінчуючи застосуванням методів 
розширень, спадкування [11 – 13] та морфізмів. Чи-
сленні приклади всебічно демонструють його. За-
ключний приклад 5, ілюстрований діаграмою (рис 
5), показує роль і місце методів розширень, спадку-
вань та морфізмів як основних методів алгебраїчних 
обчислень. Таким чином, цей підхід можна вважати 
парадигмою алгебраїчних обчислень. 
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МЕТОД МОРФИЗМОВ РЕАЛИЗАЦИИ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫЧИСЛЕНИЙ  

В МАТЕМАТИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ УЧЕБНОГО НАЗНАЧЕНИЯ 

М.С. Львов  
Реализация алгоритмов выполнения алгебраических вычислений – одна из основных задач, возникающих при реали-

зации математических систем, основанных на символьных преобразованиях. Математическая модель этой задачи - 
многосортные алгебраические системы (МАС). В данной работе мы анализируем один из основных методов построе-
ния спецификаций МАС, основанный на понятии морфизмов (т.е. изоморфизмом и гомоморфизмов). Этот метод мы 
применяем к построению иерархии МАС математических систем учебного назначения. Многочисленные примеры ил-
люстрируют основные теоретические положения. Практика использования этого подхода при разработке матема-
тических систем учебного назначения показала его эффективность.    

Ключевые слова: Математическая система, символьные преобразования, многосортная алгебраическая система, 
изоморфизм,  гомоморфизм, интерпретаторы алгебраических  операций. 

 
METHOD OF MORPHISMS AT REALIZATION OF ALGEBRAIC CОМPUTATIONS  

IN MATHEMATICAL SYSTEMS OF EDUCATIONAL SETTING  

M.S. Lvov 
Development of algorithms of algebraic computations implementation is one of basic tasks, which arise up during realization 

of mathematical systems, based on symbolic transformations. The mathematical model of this task is multi-sorted algebraic systems 
(MAS). In this work we analyze one of the methods of specifications construction of algebraic systems, based on the concept of mor-
phism (i.e. isomorphism and homomorphism) of MAS. We apply this method to the construction of  hierarchy MAS of the mathemati-
cal systems of educational destination. Computation examples illustrate substantive theoretical positions. The practice of the use of 
method of morphism at development of the mathematical systems of educational destination shows its efficiency. 

Keywords: mathematical systems, symbolic transformations, multy-sorted algebraic systems, isomorphism and homo-
morphism, interpreters of algebraic operations. 


