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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

ТРАНСЛЯЦИОННОГО МНОГОУГОЛЬНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ 

 
Рассматривается оптимизационная задача трансляционного многоугольного включения с переменны-

ми метрическими характеристиками области включения. В качестве средств математического моделиро-

вания используется метод Ф-функций. Строится математическая модель, исследуются ее особенности. 

Предлагается метод и алгоритм решения. Приводятся результаты численных экспериментов. 
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Введение 

Мотивация и приложения. Задачи упаковки 

(packing), раскроя (cutting) [1] и покрытия (covering) 

[2] относятся к классу задач геометрического проек-

тирования. 

Задачи упаковки и раскроя возникают во мно-

гих отраслях промышленности, в том числе маши-

ностроении, металлургии, кораблестроении, тек-

стильной, бумажной, легкой промышленности. Эти 

задачи направлены на поиск рационального распо-

ложения объектов на промышленном материале c 

целью максимизации коэффициента использования 

материала или минимизации отходов. 

Задачи покрытия имеют приложения, например, 

в телекоммуникациях, в системах орошения, пожар-

ной безопасности, в военных сценариях, системах 

воздушного и космического наблюдения, медицине 

и состоят в поиске покрытия заданной области мно-

жеством геометрических объектов. 

Задачи геометрического проектирования отно-

сятся к классу NP -полных задач. Снижение слож-

ности решения задач данного класса через создание 

конструктивных средств построения адекватных 

математических моделей в виде, позволяющем при-

менить к решению задачи известные методы ло-

кальной и глобальной оптимизации, является акту-

альной проблемой.  

Целью данной статьи является построение ма-

тематической модели и разработка метода решения 

задачи трансляционного многоугольного включения 

(translational polygonal containment [2]) с перемен-

ными метрическими характеристиками области 

включения. 

Постановка задачи. В данной работе рассмат-

ривается задача в следующей постановке [3]. 

Пусть имеется конечное семейство 

i n{P ,i I {1,2,...,n}}     ориентированных прямо-

угольников 

2
i i i i iP {(x, y) R , a x a , b y b }         и ком-

пактное многосвязное  -многоугольное множество  

2R  [2]. Кроме того, полагаем, что 

1

,





    

  2
jj mjconv{ (x , y ) R , j I }


        , где 2R  – 

двумерное арифметическое евклидово пространст-

во. Расположение   и iP  в пространстве 2R  одно-
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значно определяется векторами трансляции 

v (x, y)  и i i iu (x , y ) , ni I  соответственно. 

Прямоугольник iP , транслированный на вектор iu , 

обозначим i iP (u ) , а семейство транслированных 

прямоугольников i iP (u ) , ni I , обозначим (u) , 

где 2n
1 2 nu (u ,u ,...,u ) R  . 

Пусть 
n

0 2
i i

i 1

P(w) P (u w) R



   , где  2w R  – 

вектор трансляции. Не теряя общности, полагаем, 

что параметры размещения объекта P(w)  совпада-

ют с параметрами размещения одного из прямо-

угольников i iP (u ) , ni I . 

Задача трансляционного многоугольного 

включения  возникает, когда параметры размещения 

области (v)  являются переменными, а параметры 

размещения iu , ni I , объектов i iP (u ) , ni I , фик-

сированы, то есть 2v R , 0u const .  

Задача трансляционного многоугольного вклю-

чения, в дальнейшем, задача 1.  

Необходимо определить, существует ли вектор 

* 2v R , такой, что  

* 0(v ) P(u )   или *(v ) int h(w)           (1) 

где 
n

2 2 0
i i

i 1

h(w) R \ int(P(w)) cl (R \ P (u w))



   , 

n
0 0

i i
i 1

P(u ) P (u )



  , int T  ( clT ) – внутренность (за-

мыкание) множества T  [4]. 

Задача трансляционного многоугольного вклю-

чения области с переменными метрическими ха-

рактеристиками. В дальнейшем, задача 2. 

Необходимо определить максимальное значе-

ние   и вектор * 2v R ,  при котором  

* 0(v ) P(u )  .                         (2) 

Математическая модель 

Для построения математических моделей задач 

1 и 2, прежде всего, необходимо проверить выпол-

нение условий (1) и (2). Как известно [5], наиболее 

эффективным средством математического модели-

рования задач упаковки, раскроя и покрытия являет-

ся метод Ф-функций [6, 7].    

В терминах Ф-функций условие (1) можно опи-

сать соотношением 

(v,w) 0  ,                             (3) 

где (v,w)  – Ф-функция для объектов (v)  и 

h(w) , 2h(w) R \ int P(w) , 
n

0
i i

i 1

P(w) P (u w)



  , 

2w R  – вектор трансляции. 

Представим объект P(w)  в следующем виде: 

2
s

s 1

P(w) P (w) R




  , 

где 
sn

0
s si si

i 1

P (w) P (u w)



  , sn n ,   – число ком-

понент связности множества P(w) . 

Тогда s
s 1

h(w) h (w)




  , 2
s sh (w) R \ int P (w) , 

т.е. 

2
s s

s 1 s 1
h(w) cl (R \ P (w)) cl h (w)

 

 
   .         (4) 

Множество sh (w)  из (4) задается так: 

s

s sj sj
j 1

h (w) C (w w )





  ,                    (5) 

где sj sjC (w w )  – базовые объекты [1]. 

В качестве базовых объектов sjC  в (5) рассмат-

риваются  -многоугольники, которые описываются 

системами не более чем четырех неравенств вида 

l
sjif (u) 0 , 4l I , ni I , где 1i if (x, y) x a ,    

2i if (x, y) y b ,   3i if (x, y) x a ,   

4i if (x, y) y b   , поскольку для любого iP (0,0)  

множество 2
i ih (0,0) R \ int P (0,0)   имеет вид 

2
i 1i 2i 3i

4i n

h (0,0) {(x, y) R : max{f (x, y), f (x, y), f (x, y),

f (x, y)} 0},i I .

 

 
 

Математическую модель задачи 1 можно пред-

ставить в следующем виде: 

*(v ) max (v)   .                         (6) 

Для решения задачи (1) достаточно выполне-

ния условия 0(v ) 0  , т.е. 0 *(v ) (v )  . Если же 

max (v) 0  , то решение задачи 1 не существует.  

Перечислим свойства математической модели 

(6): 

1) функция цели – кусочно-линейная; 

2) задачу (6) можно свести к модели 

3

*

(v, ) D R

max
  

   ,                         (8) 

где 3D {(v, ) R (v) }      ; 

3) D  – несвязное множество с многосвязными 

компонентами связности; 

4) i
i 1

D D




 , где множество 3
iD R  описы-

вается системой линейных неравенств, 
1





  

 ,  
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s
s 1

 



  

 ; 

5) задача (8) сводится к задаче 

* *
imax{ , i I }    , где 

3
i i

*
i i

(v, ) D R

max i I
  

     , 

3
i i i i iD {(v, ) R | A v B }      ; 

6) решение существует в точке *v , если 

*
i 0  ; 

7) задача (8) – многоэкстремальная, NP-полная 

и NP-сложная. 

Ф-функцию для области (v)  и множества 

h(w)  в общем виде можно записать следующим 

образом: 

(v) min{f (v), (v), (v), (v)}          , 

где 
11 2 nf (v) min{f (v),f (v),..., f (v)},  

2
i 0 i i1 i2

i 1,...,n
(v) min (u ), (v) max{ , },


        

3
j j j1 j2 j3

j 1,...,n
(v) min (v), (v) max{ , , },


         

4
k k k1 k2 k3 k4

k 1,...,n
(v) min (v), (v) max{ , , , },


          

2

2

1, если n 0
, N ;

N, если n 0



   


 

3

3

1, если n 0
, N ;

N, если n 0



   


 

4

4

1, если n 0
, N

N, если n 0



   


. 

Тогда 

(v)    



1

2 2

3 3

3

4 4

4 4

1 n 11 12

11 12
n 1 n 2

13

n 1 n 2 11 12

13 14n 3

n 1 n 2

n 3 n 4

f (v) ,... f (v) , (v) , (v) ,

....

(v) , (v) ,
(v) , (v) ,

(v) ,

....

(v) , (v) , (v) , (v) ,

(v) , (v) ,(v) ,

...

(v) , (v) ,

(v) , (v)

         

     
     

  

           

       

     

     .























 

Математическая модель задачи 2 имеет сле-

дующий вид:  

               
3(v, ) D R

max

  

   ,                           (9) 

где 3D {(v, ) R | (v, ) 0, 1 0}        . 

Перечислим особенности модели (9): 

1) функция цели   – линейная; 

2) неравенство (v ) 0    всегда может быть 

описано системой S  из I J  наборов ij  линей-

ных неравенств ijqf (v, ) 0  , ijq 1,2,..., Q , здесь 

и дальше A  – мощность множества A ; 

3) ij
i, j

Q  – количество неравенств, форми-

рующих систему S ; 

4) система S  генерирует конечный набор   

систем неравенств 

ij ijq 0 ijf (u , ) 0,q {1,2,..., Q }     , i 1,2,..., I , 

j 1,2,..., J ; 

5)   ij
i, j

Q  – количество систем нера-

венств; 

6) каждая система неравенств ij  содержит не 

менее, чем N I J   неравенств; 

7) критерий (1) выполняется, если хотя бы од-

на система ij   совместная и 1  ; 

8) набор   всегда может быть построен по-

средством дерева решений S( ) , концевым верши-

нам которого соответствуют системы ij , 

i 1,2,..., I , j 1,2,..., J  .  

Метод решения 

Метод решения задач (6) и (9) основан на при-

менении методов локальной (модифицированный 

симплекс-метод) и глобальной (модификация мето-

да ветвей и границ) оптимизации. 

Основываясь на свойствах математической мо-

дели (6), (8), стратегия решения задачи трансляци-

онного включения сводится к следующим этапам. 

1. Полагаем, что 1  . 

2. Построение дерева решений S( ) = S(1) .  

Построение дерева решений подробно рассмотрено 

в работе [3]. 

3. Применение правила отсечения: отсекаются 

вершины (и соответствующие ветви) дерева реше-

ний S(1) , которым соответствуют несовместные 

системы. Правило отсечения позволяет значительно 

уменьшить количество рассматриваемых вершин 

дерева решений. 

4. Выбор совместных системы последнего 

уровня дерева решений 

S(1) i 0 iA (v ) B 0 i 1 2        . 

5. Решение задачи линейного программирова-

ния 
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3
0(v , ) W R

max

  

   , 

где 3
0 i 0 iW {(v , ) R | A (v ) B i I }       . 

6. Выбор точек i
0v = i i 2

0 0(x y ) R   , i I , в 

качестве стартовых точек для соответствующих за-

дач линейного программирования 

3
0 i

i i
(v , ) V R

max

  

   , где 

3 3
0 i i i 0 iV {(v , ) R | C Z D 0 Z (v ) R ,i I }.           

7. Вычисление  imax i I 
      и соот-

ветствующей точки 0v .   

Пусть   – связное множество. Тогда решение 

задач трансляционного многоугольного включения  

состоит в реализации следующих шагов. 

1. Вычисление коэффициента pk S S , 

i

n

P P
i 1

S S


  , 
iP

S   – площадь i iP (u ) , ni I , S  – 

площадь области  . Если k 1  – решение не суще-

ствует, в противном случае переходим к следующе-

му этапу. 

2. Декомпозиция области 

1






    на вы-

пуклые многоугольники  . 

3. Формирование начальной точки 0v P(w) . 

4.  Построение множества 

n
2 0

i i
i 1

h(w) R \ int P (u )



  . 

5.  Проверка условия (3). Если соотношение 

(3) не выполняется, то переходим к шагу 6. 

6. Построение дерева решений S( ) = S(1) . 

7. Решение задачи 
3

0(v , ) W R

max

  

   , где 

3
0 i 0 iW {(v , ) R | A (v ) B i I }       , *v  – век-

тор, соответствующий решению задачи. 

8. Проверка условия * 0  . Если условие вы-

полняется, то решение найдено и переходим к шагу 

13, в противном случае переходим к шагу 9. 

9. Решение задачи * *
imax{ , i I }    , где 

3
i i

* 3
i i i i i i i

(v, ) D R

max i I ,D {(v, ) R | A v B },
  

          

для i I , где   – количество концевых вершин 

дерева решений S( ) = S(1) . 

10. Проверка условия i   . Если условие вы-

полняется, то решение не существует, в противном 

случае переходим к шагу 11. 

11. i i 1  , переходим к шагу 12. 

12. Проверка критерия останова (допустимое 

время счета). Если критерий выполняется, то про-

цесс решения задачи заканчивается, в противном 

случае переходи к шагу 7. 

13. Решение задачи 
3

0 i

i i
(v , ) V R

max

  

   , где 

3 3
0 i i i 0 iV {(v , ) R | C Z D 0 Z (v ) R ,i I }.           

14. Вычисление  imax i I 
      и соот-

ветствующей точки 0v . 

Результаты численного эксперимента 

Рассмотрим пример. Пусть   – выпуклый 

многоугольник. Полагаем, что   задается последо-

вательностью вершин {vj, mj I } против часовой 

стрелки: {vj, 3j I  } = {(3, 3),(-2, 1), (4, -5)}. Пусть 

имеется семейство i 9{P , i I }   . Информация о 

метрических характеристиках прямоугольников iP , 

9i I , приведена в табл. 1. 

Точка 0u , соответствующая размещению пря-

моугольников 0
i iP (u ) , 9i I : 0u = ((0, 1), (0, 7), (15, 

1), (11.7, 7), (7, -5), (7, 1), (-5, -5), (-9, 4), (19, 0)).  

Таблица 1 

Метрические характеристики  

прямоугольников iP , 9i I  

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

ia  3.9 5,9 4.3 5.5 5.7 3.9 7.7 2.7 2.5 

ib  3.1 3.1 3.0 3.2 3.3 3.5 3.7 4.0 6.7 

 

На рис. 1 приведены положение области   и 

*
k   в точках *

kv , 6k I , соответствующих ло-

кальным экстремумам задачи 2 вида (9) и удовле-

творяющих условию (3):  

* * 0
k k(v ) (u )    , 6k I :  

*
1v (2.95,3.2625) , *

2v ( 10,6.64)  , 

*
3v (15.4,1.525) , *

4v (11.26,4.977) , 

*
5v ( 9.733, 2.533)   , *

6v (6.1,5.625) . 

Таким образом, максимальное значение коэф-

фициента гомотетии   определяется так: 

*
k 6max{ ,k I }

max{2.3125, 1, 1.525, 1.741,1.1333, 1.525} 2,313.

    


 

 

а – * *
1 12.3125,v (2.95,3.2625)    

Рис. 1. Локальная оптимизация 
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б – *
2 1  ,   *

2v ( 10,6.64)   

 

в – *
3 1.525  ,   *

3v (15.4,1.525)  

 

г – *
4 1.741  , *

4v (11.26,4.977)  

 

д – * *
5 51.133,v ( 9.733, 2.533)      

 

е – *
6 1.525  ,   *

6v (6.1,5.625)  

 

Рис. 1. Локальная оптимизация (окончание) 

 

Выводы 

В данном исследовании приведена математиче-

ская модель и метод решения задачи трансляцион-

ного включения произвольной многоугольного об-

ласти с переменными метрическими характеристи-

ками. Исследованы особенности математической 

модели и предложен метод решения. Данный под-

ход можно распространить на случай неориентиро-

ванной области включения. Предложенные средства 

математического и компьютерного моделирования 

являются эффективными при решении научных и 

прикладных задач геометрического проектирования. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ТА МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ  

ТРАНСЛЯЦІЙНОГО БАГАТОКУТНОГО ВКЛЮЧЕННЯ 

Т.Є. Романова, С.Б. Шеховцов, Г.В. Камак 

В статті будується математична модель задачі трансляційного багатокутного включення зі змінними метрич-

ними характеристиками області розміщення. Досліджуються особливості моделі. Пропонується метод розв’язання 

задачі, заснований на комбінації методів локальної і глобальної оптимізації. 

Ключові слова: математична модель, включення, багатокутна область, сімейство прямокутників, змінні  мет-

ричні характеристики, Ф-функція. 

 

MATHEMATICAL MODEL AND SOLUTION METHOD  

FOR TRANSLATIONAL POLYGONAL CONTAINMENT PROBLEM 

T.E. Romanova, S.B. Shehovcov, A.V. Kamak 

The article considers a mathematical model of a translational polygonal containment problem provided variable metrical 

characteristics. Characteristics of the models are investigated. Solution method based on the state-of-the-art local and global 

optimization methods is provided. 

Keywords: mathematical model, including, polygonal area, family of rectangles, variable metrical descriptions, Ф-

function. 
 


