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ДИАКОПТИЧЕСКОЕ ОБОБЩЕНИЕ ТЕНЗОРНОЙ МОДЕЛИ  
ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ СЕТИ  

 
На примере временной тензорной модели телекоммуникационной сети излагается методика ее диа-

коптического обобщения, использование которой, в конечном итоге, позволяет повысить масштабируе-
мость получаемых решений.  
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Введение 

Модели и методы, полученные в рамках тен-
зорного анализа телекоммуникационных сетей 
(ТКС), охватывают достаточно широкий спектр за-
дач: от проектирования ТКС до управления трафи-
ком с гарантированным качеством обслуживания 
(Quality of Service, QoS) [1 – 4]. При этом для всех 
тензорных моделей и методов управления в ТКС 
характерны многопутевой способ маршрутизации; 
сбалансированное использование канальных ресур-
сов; отсутствие петель в маршрутах доставки тра-
фика; одновременное выполнение нескольких QoS-
ограничений с достижением для одного из QoS-
показателей (задержки, джиттера или вероятности 
потерь) экстремального значения. С другой стороны 
тензорное описание сопряжено с усложнением про-
цесса анализа ТКС и расчета искомых параметров, 
что на практике нередко сопровождается невысокой 
масштабируемостью получаемых решений. Причем 
этот недостаток характерен для тензорных моделей 
и методов не только в области телекоммуникаций, 
но и для других областей: электротехники, энерге-
тики, водоснабжения и др.  

Таким образом, с целью расширения области 
применения существующих тензорных моделей и 
методов для случая территориально-распределенных 
телекоммуникационных сетей они подлежат даль-
нейшей модификации (доработке), направленной на 
улучшение свойств масштабируемости. Одним из 
эффективных способов повышения масштабируемо-
сти является применение на этапе разработки мате-
матической модели различных декомпозиционных 
методов. На данный момент существует множество 
методов декомпозиции [5-7], среди которых в кон-
тексте тензорных моделей заслуживает внимания 
метод расчета по частям Г.Крона – диакоптика [7]. 

Особенности диакоптики  
как декомпозиционного метода  

Диакоптика была предложена Г.Кроном [7] как 
развитие тензорного подхода к моделированию сис-
тем большой размерности. В современной литерату-

ре диакоптика как математический подход к реше-
нию проблемы высокой размерности находит при-
менение в рамках решения систем линейных [7 – 10] 
и нелинейных [7, 10, 11] уравнений с большим ко-
личеством переменных. Причем в обоих случаях 
может быть получено точное решение [10], в то 
время как для системы нелинейных уравнений за 
счет итеративного процесса решения и/или за счет 
линеаризации отдельных подсистем результат мо-
жет иметь приближенный характер [7,11]. Идеи 
диакоптики просматриваются и в других математи-
ческих методах, например, в методах декомпозиции 
на области (Domain Decomposition), нацеленных на 
численное решение систем дифференциальных 
уравнений в частных производных, краевой задачи, 
задачи поиска собственных значений [12 – 15]. 

Развитие диакоптики как способа решения за-
дач большой размерности значительное время 
сдерживалось успехами алгебраического подхода в 
решении систем линейных уравнений, основанном 
на приведении матриц к специальному разрежен-
ному, часто блочно-диагональному виду с после-
дующей их декомпозицией [16, 17]. В условиях 
однопроцессорных вычислительных схем диакоп-
тика действительно дает незначительный выигрыш 
по времени решения задачи, однако в случае моде-
лирования в  реальном масштабе времени и при 
использовании многопроцессорных вычислитель-
ных средств, диакоптика выходит на первый план 
[18]. Сегодня диакоптика применяется для решения 
прикладных задач в различных предметных облас-
тях: в области схемотехники и электроники [16, 
19], при расчете электрических цепей и систем 
энергоснабжения [18, 20 – 22], в области механики 
[10], в области систем водоснабжения [11], в об-
ласти электродинамики и электромагнитной со-
вместимости [23 – 26], при решении экономиче-
ских задач [27]. Однако наибольшее количество 
работ, использующих идею диакоптики, посвящено 
распараллеливанию вычислительных процессов, в 
том числе и при объектно-ориентированном моде-
лировании [8, 10 – 12, 14, 28 – 30]. 
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В целом, как и другие методы декомпозиции, 
диакоптика предполагает разбиение исходной зада-
чи на ряд частных подзадач с последующим объе-
динением частных решений [7]. При этом отличи-
тельными особенностями диакоптики являются сле-
дующие: 

1. В рамках диакоптики осуществляется де-
композиция не совокупности уравнений поведения 
системы в целом, как, например, в работах [5, 6], а 
топологической модели исследуемой системы с по-
следующим описанием поведения (в виде соответ-
ствующих уравнений) каждой из подсистем в от-
дельности.  

2. Для каждой из отдельных подсистем среди 
всех описывающих ее переменных выделяется на-
бор таких (внешних) переменных, при помощи ко-
торых данная подсистема представляется в рамках 
единой системы. При этом внутренняя структура 
подсистемы скрывается, она принимает некий экви-
валентный вид, связанный только с типом и количе-
ством переменных, выбранных в качестве внешних.  

Тензорная модель ТКС,  
представленная в базисе контуров  

и узловых пар 
В рамках тензорного анализа телекоммуника-

ционных сетей было получено несколько моделей, 
среди которых временная тензорная модель ТКС [1 – 
3], связывающая в тензорном виде временные пока-
затели качества передачи трафика (средние задерж-
ки) с интенсивностью этой передачи для конкретной 
сети. Основу данной модели составляет тензорное 
уравнение  

T EΛ ,                               (1) 
где T  – одновалентный ковариантный тензор сред-
них задержек в сети; Λ  – одновалентный контрава-
риантный тензор интенсивностей передачи трафика 
в сети; E  – двухвалентный ковариантный метриче-
ский тензор. 

Уравнением, аналогичным (1), связаны проек-
ции указанных тензоров в рамках одного базиса (сис-
темы координат, СК). Например, в рамках СК ветвей, 
рассматривающей сеть как совокупность отдельных 
трактов передачи, и СК контуров и узловых пар, 
представляющей сеть в виде совокупности контуров 
и узловых пар, выполняются соотношения: 

v v vT E  ;    T E    ,               (2) 

где vT , v  – векторы проекций тензоров соответ-
ственно средних задержек T  и интенсивностей тра-
фика Л  в базисе ветвей; T ,   – векторы про-

екций тензоров T  и Л  в базисе контуров (  ) и уз-
ловых пар ( ); vE , E  – матрицы проекций тен-

зора E  в базисе ветвей и базисе контуров и узловых 
пар соответственно.  

Здесь проекция vE  представляет собой диаго-
нальную матрицу, на главной диагонали которой 
находятся элементы (v)

iie , отражающие метрику i -
го тракта передачи рассматриваемой сети. Данная 
метрика в общем случае определяется принятой для 
i -го тракта передачи моделью обслуживания. Ис-
пользуя результаты теории массового обслуживания 
и моделируя i -й тракт передачи системой массово-
го обслуживания, например, М/М/1, имеем 

(v)
ii i i i

(v) (v) (v)

1e
( )


  

,     i 1, n ,           (3) 

 

где i
(v)  – интенсивность трафика, передаваемого 

вдоль i-го тракта; i
(v)  – пропускная способность i-

го тракта передачи. 
Если для описания i-го тракта передачи ис-

пользовать модель М/М/1/N, то получаем 
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i 1, n , 

где i
(v)  – суммарная интенсивность трафика, пе-

редаваемого в i-м тракте. 
В общем случае для формирования метрики 

трактов передачи сети может быть использована 
любая, приемлемая с точки зрения достигаемой аде-
кватности описания, функциональная модель.  

Проекции одного и того же тензора, получен-
ные в различных базисах, связаны тензорным зако-
ном преобразования. Например, для указанных вы-
ше базисов имеем: 

vT A T    ;     v C    ;               (5) 

T
vE AE A  ;    T

vE C E C   ,           (6) 

где A , C  – матрицы ко- и контравариантного коор-
динатного преобразования при переходе от СК кон-
туров и узловых пар к СК ветвей. 

Описанная временная тензорная модель ТКС 
обеспечивает аналитическую взаимосвязь интенсив-
ностей потоков трафика, передаваемого по отдель-

ным трактам передачи (элементы i
(v)  вектора v ), 

с достигаемыми при этом межконцевыми показате-
лями качества обслуживания (элементы векторов 
T  и  ). Указанные величины связаны посредст-

вом матрицы проекции E  метрического тензора 

E , формирование которой согласно выражению (6) 
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требует наличия информации о всей сети и соответ-
ственно ограничивает масштабируемость тензорной 
модели (1) и синтезированных на ее основе методов. 
В сложившихся условиях целесообразным методом 
повышения масштабируемости является применение 
диакоптики [7], в рамках которой формирование мат-
рицы проекции E  осуществляется по частям, на 

основании метрик отдельных подсетей. 

Методика применения диакоптики  
в рамках тензорных моделей ТКС 

Выражения (5), (6) отражают изменения ко-
ординат проекций различных тензоров при переходе 
от базиса ветвей v  к базису контуров и узловых 
пар   в рамках пространства S , связываемого 
с сетью и обладающего размерностью n , где n  – 
число трактов передачи в данной сети. Сами базис-

ные элементы при этом связаны следующими соот-
ношениями 

  Av  ,             vC  .           (7) 

Покажем, как описывается процесс координат-
ного преобразования   v  в условиях приме-
нения диакоптики [7]. Условимся обозначать систе-
мы координат контуров и узловых пар, отнесенные 
к исходной (недекомпозицированной) сети как 

 , к декомпозицированной сети как dec
 , к от-

дельной i –й подсети как )i(
 , к соединенной сети 

как com
 . Тогда переход   v  для больших 

сетей в рамках диакоптики условно можно разде-
лить на четыре этапа (рис. 1), совершаемые при 
этом над сетью действия на примере продемонстри-
рованы на рис. 2.  
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Рис. 1. Процесс координатного преобразования   v   в рамках диакоптики 

 
Этап I. Осуществляется декомпозиция тополо-

гической модели ТКС на N  несвязных между собой 
подсетей, а также выделение (N 1) -й подсети – так 
называемой цепи пересечений, отражающей взаимо-
связь основных подсетей между собой. На рис. 2, б 
число основных подсетей N  равно 2, а цепь пересе-
чений образована двумя ветвями. Размерность под-
пространства Si  пространства S  связываемого с 
i-й подсетью iS  определяется числом трактов пере-

дачи in  этой подсети , где 
N 1

i
i 1

n n



 .  

Для каждой из подсетей, основных и цепи пе-
ресечений, на основании характеристик отдельных 
трактов передачи формируются проекции в СК вет-
вей )i(

v , i 1, N 1   метрических тензоров; в контек-

сте временной модели это проекции (i)
vE  тензора E . 

Так же как и ранее, матрица (i)
vE  представляет со-
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бой диагональную матрицу, теперь размера i in n , 
на главной диагонали которой находятся элементы, 

отображающие метрики отдельных трактов переда-
чи i-й подсети iS .  
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Рис. 2. Процесс декомпозиции и соединения сети  в рамках диакоптики  

 
Этап II. Независимо для каждой из подсетей 

осуществляется переход из базиса ветвей )i(
v  в ба-

зис )i(
 , 1N,1i  , при помощи известных матриц 

контравариантного координатного преобразования 
v)i( C  . Среди базисных элементов i -й подсети 

(элементов базиса )i(
 ) выбирается некоторое их 

количество экв
in , i

экв
i nn  , которые будут опреде-

лять внешние переменные данной подсети и кото-
рые в совокупности образуют базис внешних пере-
менных экв)i(

 . Определяются проекции метриче-

ских тензоров экв)i(E  отдельных подсетей в базисе 

внешних переменных, 1N,1i  .  
Выбор внешних переменных и определение для 

них метрик (проекций экв)i(E ) означает замену ис-

ходной подсети эквивалентной структурой с числом 

трактов экв
in , i

экв
i nn   (рис. 2, в). Тогда переход от 

исходной подсети iS  к ее эквивалентному представ-

лению экв
iS  ( экв)i()i(

    или напрямую 

экв)i()i(
v   ) связан с переходом от пространства 

)i(S  размерности in  к пространству экв)i(S , 

возможно, более низкой размерности экв
in , базисом 

которого является базис внешних переменных 
экв)i(

  (рис. 1).  

В случае временной тензорной модели ТКС 
межконцевые показатели качества обслуживания 
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для заданной пары адресатов (средняя задержка и 
интенсивность передачи) являются элементами век-
торов T  и  , относящимися к узловым парам. 

Это значит, что при переходе к диакоптической мо-
дели целесообразно выбрать в качестве элементов 

базиса )i(экв)i(
   , где размерность базиса 

экв)i(
  равна рангу i -й подсети, т.е. i

экв
in  . Эк-

вивалентные представления, заменяющие истинные 
подсети, приведены на рис. 2, в и имеют структуру 
типа «звезда». В данном случае переход 

)i()i()i(
v     может быть осуществлен на-

прямую )i()i(
v    посредством матриц базисных 

узловых пар для основных подсетей, тогда для них 
проекции ковариантного метрического тензора в 

базисе )i(
  определяются как: 

  1(i) (i)E G


  ;   T(i) (i) (i) (i)
vG B G B   ,  i 1, N , (8) 

где (i)B  – матрицы базисных узловых пар; (i)
vG , 

(i)G  – проекции контравариантного метрического 

тензора G ,   1(i) (i)
v vG E


 .  

Исключение составляет (N+1)-я подсеть – цепь 
пересечений, метрический тензор которой в базисе 

)1N( 
  имеет диагональный вид и состоит из мет-

рик удаленных на этапе декомпозиции ветвей: 
v
11

v
(N 1) (N 1) 22

v

v
ss

e 0 0 0

0 e 0 0E E
0 0 0

0 0 0 e

 
  

O
,         (9) 

где s  – количество ветвей в (N+1)-й подсети. 
В целом заметим, что переход от исходной 

подсети к ее эквивалентному представлению, осу-
ществляемый на втором этапе, в зависимости от 
типа базиса и количества выбранных в качестве 
внешних переменных может быть тождественным 
или с понижением размерности. В первом случае 

исходная подсеть iS  и ее эквивалентное представ-

ление экв
iS  совпадают; все переменные, описываю-

щие iS , являются одновременно и ее внешними 

переменными, например, )i(экв)i(
   . Пример 

эквивалентного представления с понижением раз-

мерности описан выше ( )i(экв)i(
   ) и приведен 

на рис. 2.  
Второе замечание связано со способом деком-

позиции исходной сети на подсети. Использование 

для эквивалентного представления подсетей базис-

ных элементов одного типа, экв
i in n , например, 

только контуров   или узловых пар  , не допуска-
ет произвольного сочетания способа декомпозиции 
и типа базиса эквивалентного представления 

экв)i( . Так в случае )i(экв)i(
    декомпозиция 

может быть осуществлена с поперечным рассечени-
ем ветвей (рис. 2, а). Если бы предполагалось экви-
валентное описание подсетей через совокупности их 

базисных контуров ( )i(экв)i(
   ), то декомпози-

ция должна была бы осуществлена вдоль ветвей 
топологической модели.  

Этап III. Проекции метрических тензоров 
(i)E , полученные на предыдущем этапе, объединя-

ются в единую матрицу. Это матрица проекции 
SdecE  метрического тензора в базисе dec

 . По сути, 

данный этап является подготовительным и предше-
ствует объединению отделенных друг от друга под-
сетей в единую сеть.  

Матрица проекции SdecE  имеет блочную или 

диагонально-блочную структуру в зависимости от 

типа базиса dec  и выбранных внешних перемен-

ных. В случае эквивалентного описания подсетей с 
использованием только базиса узловых пар 

)i(экв)i(
   , базис dec , отнесенный к декомпо-

зицированной сети, так же будет содержать только 
узловые пары в качестве базисных элементов, 

decdec
  . Размерность базиса dec

  равна 











1N

1i
i

1N

1i

экв
i

экв nn . Проекция метрического тен-

зора сети в базисе dec
  формируется согласно сле-

дующему правилу: 
(1)

dec (i)

(N 1)

E 0 0 0 0

0 0 0 0

E 0 0 E 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 E



 






O

O

.       (10) 

Этап IV. Осуществляется переход от совокуп-
ности отдельных эквивалентных подсетей 

экв
iS , i 1, N 1  , к соединенной сети comS . Соеди-

ненная сеть comS  представляет собой объединение 
эквивалентных представлений отдельных подсетей 

экв
iS  с восстановлением всех декомпозицированных 

на первом этапе связей между ними. Как результат 
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система comS  структурно может не совпадать с ис-
ходной сетью S  (рис. 2, г), тем не менее, функцио-
нальные особенности исходной сети заложены в 
метриках соединенной сети, в частности в проекции 

comE .  

Процесс соединения в рамках диакоптики 
трактуется как координатное преобразование базиса 

dec  в базис com  (в данном случае 

comdec
   ), формализованное матрицей контра-

вариантного координатного преобразования dec
comC . 

Преобразование осуществляется в рамках простран-

ства SэквS    размерности эквn , nnэкв  . Для 

рассматриваемой модели по известной проекции 

метрического тензора decE  в базисе dec
  при по-

мощи матрицы преобразования dec
comC  может быть 

найдена проекция метрического тензора comE  со-

единенной сети comS : 

 Tcom dec Sdec dec
com comE C E C  .              (11) 

Проекция метрического тензора comE  соеди-

ненной сети comS  (11) несет в себе информацию о 
метрических свойствах всей сети и является эквива-
лентом проекции E , фигурирующей выражениях 

(2) и (6), а соответственно может быть использована 
для решения практических задач.  

Диакоптическая тензорная модель ТКС 
В соответствии с описанными выше этапами и 

сопровождающими их действиями диакоптическая 
тензорная модель ТКС может быть представлена ал-
гебраической диаграммой (рис. 3), в рамках которой 
для эквивалентного представления подсетей предпо-
лагается использование множества узловых пар.  

В рамках диакоптической тензорной модели 
межконцевые показатели качества являются коор-

динатами проекций comT  и com
 , которые могут 

быть представлены в терминологии Г. Крона [7] в 
виде компаунд-тензоров следующим образом 

com

com

com

T

T

T







      ;    

com

com

com









     



.        (12) 
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Рис. 3. Алгебраическая диаграмма диакоптической тензорной модели ТКС 
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Тогда требования к межконцевым значениям 
временных задержек представляют собой элементы 

вектора comT , а интенсивности передачи трафика 

между заданной парой адресатов – элементы векто-

ра com
 : 

com com
 трбT T  ;    com com

 трб    .            (13) 

Ковариантный метрический тензор в СК com
  

также может быть представлен компаунд-тензором, 
блоки которого соответствуют базисным элементам 
разных типов: 

com 1 com 2

com

com 3 com 4

E | E

E

E | E

 



 

           .         (14) 

Подставляя в тензорное уравнение вида (1) 
проекции (12) и (14), получим 

com 1 com 2com com

com comcom 3 com 4

T E | E

T E | E

   

  



                   



. (15) 

Откуда имеем два векторно-матричных урав-
нения:  

com 1 com 2com com comT E E        ;        (16) 

com 3 com 4com com comT E E        .       (17) 

Приравнивая уравнение (17) к нулю и обеспе-
чивая тем самым равенство нулю контурных задер-

жек comT 0  , имеем  

  1com 4 com 3com comE E


       .        (18) 

Подставляя (18) в (16), окончательно получаем 
выражение, которое связывает интенсивности пере-
дачи трафика между заданной парой адресатов с 
межконцевыми значениями средних задержек: 

  1com 1 com 2 com 4 com 3com comT E E E E


     
 

   
 

.(19) 

Переходя от равенства (19) к форме неравенст-
ва и с учетом (13), получаем:  

 
com 1

com com
1 трб  трбcom 2 com 4 com 3

E
T

E E E



 
  

  
  
 
 

. (20) 

В результате имеем формализацию одного из 
QoS-ограничений, отражающего требования к каче-
ству обслуживания в терминах межконцевой за-
держки. Хотя форма записи условия (20) в рамках 
диакоптической тензорной модели внешне совпада-
ет с формой, полученной в рамках тензорной моде-
ли [1 – 3], правила нахождения проекции метриче-
ского тензора для сети принципиально отличаются. 

Эти отличия заключаются в следующем.  
Во-первых, в рамках диакоптических моделей 

проекция метрического тензора comE  вычисляется 

на основании блочно-диагональной матрицы проек-

ции decE , каждый блок которой относится к от-

дельной подсети и формируется независимо, что 
дает возможность реализации параллельных вычис-
лений.  

Тот факт, что в рамках диакоптики можно опе-
рировать с метрическими тензорами подсетей в от-
дельности, значительно расширяет возможности 
относительно правил формирования этих тензоров.  

Во-вторых, проекция метрического тензора 
comE  представляет собой матрицу размера 
эквn n , так как соответствуют пространству 

SэквS   , в отличие от проекций метрических 
тензоров в простых тензорных (без диакоптики) мо-
делях, которые определены для пространства S  
размерности n . Тем самым достигается снижение 
требований к объемам хранящихся данных на уров-
не всей сети.  

В-третьих, на уровне отдельных подсетей сни-
жение требований к объемам хранящихся данных 
происходит за счет использования вместо матрицы 

преобразования (i) vC  базисных матриц (i)B  

меньшего размера. Кроме того, совокупность базис-
ных матриц всех отдельных подсетей обладает 
меньшими объемами, чем матрица координатного 
преобразования для всей сети A  (или C ). 

С другой стороны, в ходе моделирования было 
выявлено полное совпадение результатов, получен-
ных в рамках различных моделей: диакоптической 
тензорной (8) – (20) и простой тензорной(1) – (6). 

Выводы 
Таким образом, применение диакоптики в рам-

ках тензорных моделей при решении различных 
сетевых раздач, например, задачи многопутевой 
маршрутизации в сети с гарантированным качест-
вом обслуживания, позволяет повысить масштаби-
руемость получаемых решений. Это достигается 
благодаря возможности в условиях диакоптических 
моделей организации в ТКС распределенного 
управления, в рамках которого решение части задач 
возлагается на подсети, а управление всей сетью 
заключается лишь в безитерационном объединении 
решений, полученных на уровне подсетей. В целом 
реализация такого управления способствует повы-
шения оперативности процесса расчета управляю-
щего воздействия и пропорциональному снижению 
объемов служебного трафика о состоянии ТКС, а 
также повышению устойчивости функционирования 
сети в целом. 
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ДІАКОПТИЧНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕНЗОРНОЇ МОДЕЛІ ТЕЛЕКОМУНІКАЦІЙНОЇ МЕРЕЖІ  

О.Ю. Євсєєва 
На прикладі тимчасової тензорної моделі телекомунікаційної мережі висловлюється методика її діакоптичного 

узагальнення, використання якої, зрештою, дозволяє підвищити масштабованість отримуваних рішень.  
Ключові слова: діакоптичне узагальнення, тензорна модель. 

 
DIACOPTIC GENERALIZATION OF tensor MODEL OF TELECOMMUNICATION NETWORK  

O.Yu. Evseeva 
On the example of temporal tensor model of telecommunication network the method of her is expounded diacoptic gener-

alizations, the use of which, in the end, allows to promote scaled of the got decisions.  
Keywords: diacoptic generalization, tensor model. 


