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Постановка задачи 

Решетки тетраэдрических ретрорефлекторов 

(РТРР) широко используются для решения целого 

ряда прикладных задач.  

К ним относятся, например, создание световоз-

вращающих покрытий для обеспечения безопасно-

сти дорожного движения [1, 2], для прецизионных 

измерений в локационных системах [3], при разра-

ботке атмосферных оптических каналов связи [4], 

для частичной компенсации влияния случайно-

неоднородной среды распространения лазерного 

излучения [5 – 7], виброметрии [8], при создании 

датчиков тепловых возмущений в системах пожар-

ной безопасности [9, 10]. 

Для обоснования рациональной структуры по-

строения таких систем весьма важным является аде-

кватное описание закономерностей преобразования 

падающего на РТРР лазерного излучения. Эти зако-

номерности также важны для построения имитаци-

онных компьютерных моделей таких систем, ре-

зультаты исследования которых позволяют значи-

тельно расширить знания о возможностях таких 

систем в широком диапазоне изменения условий их 

применения. 

Существующие представления о закономерно-

стях преобразования амплитудно-фазового распре-

деления в подобных ситуациях являются весьма 

приближенными, не учитывают различия при отра-

жении света на гранях тетраэдрических ретрореф-

лекторов (ТРР) для различных поляризационных 

компонент излучения, а также не позволяют описать 

различные виды ТРР, отличающиеся физическими 

свойствами границы отражения [6].  

Поэтому целью данной работы было описа-

ние закономерностей преобразования амплитудно-

фазового распределения на различных видах ТРР и 

создание на этой основе имитационной компьютер-

ной модели такого преобразования. 

1. Описание закономерностей  
прохождения луча в одиночном  

тетраэдрическом ретрорефлекторе 

При нашем рассмотрении мы будем ограничи-

ваться здесь случаем нормального падения света на 

фронтальную плоскость ТРР, но будем учитывать 

произвольную ориента-

цию его граней по от-

ношению к плоскости 

поляризации падающе-

го лазерного излучения. 

Ретрорефлектор тетра-

эдрического типа пред-

ставляет собой отража-

тельную систему с тре-

мя взаимно перпенди-

кулярными гранями и 

передней гранью, про-

пускающей излучение вовнутрь и обратно (рис. 1). 

Отразившись поочередно от трех отражающих 

граней, луч выходит за пределы ТРР в точке, сим-

метричной точке входа относительно вершины тет-

раэдра и в направлении, строго встречном направ-

лению входа луча (в случае, если все углы при вер-

шине тетраэдра в точности 90
о
) [11]. Такая схема 

характерна как для нор-

мального падения луча 

на фронтальную грань, 

так и для произвольного.  

Попадая в углы 

фронтальной грани ТРР 

(рис. 2), в так называемые 

мѐртвые зоны, свет рас-

сеивается в стороны и 

обратно не возвращается 

[12]. Поэтому часто ТРР 

изготавливают с уже об-

резанными углами (с основанием в виде правильного 

Рис. 1. Ход луча в ТРР 
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Рис. 2. Сектора  

отражающих граней 
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шестиугольника) для экономии материала и места. 

При освещении ТРР коллимированным пучком, 

полностью заполняющим входную апертуру, воз-

можны шесть различных последовательностей отра-

жения оптического излучения от трех отражающих 

граней, соответствующие шести комбинациям номе-

ров этих граней: 123, 132, 312, 321, 231, 213 [13]. 

Шесть секторов отражающих граней, формирующие 

шесть отраженных пучков, обозначены римскими 

цифрами на рис. 2. Как видно, первый сектор соот-

ветствует траектории 321, второй – 231 и т.д.  

Как уже упоминалось, отразившись, луч выхо-

дит за пределы ТРР в точке, симметричной точке 

входа относительно вершины тетраэдра. Таким об-

разом, весь свет, попавший на конкретный сектор 

апертуры, выйдет в центрально симметричном ему 

секторе (т.е. излучение, попавшее в сектор VI, вый-

дет в секторе I и т.д.). 

Перейдем к расчету траектории луча при его 

отражениях внутри ТРР. 

При таком рассмотрении удобно совместить 

основную систему коорди-

нат с плоскостью передней 

грани (рис. 3), тогда z-

координата равна 0, а от-

дельный ТРР описывать в 

координатах 3 3 3(x , y ,z ) . 

Для корректности теперь 

необходимо выразить ко-

ординаты в базисе (x, y,z)  

через координаты в базисе 3 3 3(x , y ,z ) . 

Рассмотрим ТРР, изображенный на рис. 4. Пусть 

точка P(x, y, z)  – точка падения на фронтальную 

грань ТРР в базисе (x, y,z) . В базисе 3 3 3(x , y ,z )  точ-

ка P  имеет координаты 3 3 3P(x , y , z ) . 

Для удобства перенесѐм параллельным перено-

сом начало координат системы (x, y,z)  в начало 

координат системы 3 3 3(x , y ,z ) , т.е. в вершину 

призмы, при этом получим новый базис (x ', y ', z ') . 

Координаты точки P'  в базисе (x ', y ', z ')  равны ко-

ординатам точки P  в базисе (x, y,z) . 

В базисе 3 3 3(x , y ,z )  точка P'  имеет координа-

ты 3 3 3P '(x ' , y ' , z ' ) . Теперь зная P'(x ', y ',z ')  через 

матрицу перехода Т от старого базиса к новому (от 

базиса 3 3 3(x , y ,z )  к базису (x ', y ', z ') ) находим 

3 3 3P '(x ' , y ' , z ' ) . Выразим координаты (x ', y ', z ')  

через координаты 3 3 3(x , y ,z ) : 

3 3 3

3 3 3

3 3 3

x ' x y 0 z ;

1 1y ' x y z ;
2 2

z ' x y z .

 

Отсюда после нормировки матрица перехода Т 

от старого базиса к новому имеет вид:  

1 1 1
2 6 3

1 1 1T
2 6 3

2 10
3 3

. 

Точку 3 3 3P '(x ' , y ' , z ' )  найдем из соотношения  

3

3

3

x ' x '

y ' T y '

z ' z '

. 

По 3 3 3P '(x ' , y ' , z ' )  найдем 3 3 3P(x , y , z )  с учѐ-

том сдвига координатных осей: 3 3x x ' 1 , 

3 3y y ' , 3 3z z ' . Итак, точка 3 3 3P(x , y , z )  – точка 

входа в призму. 

Рассчитаем точку внутри призмы в зависимо-

сти от сектора, из которого выходит свет I, II, …, VI 

(рис. 2). Рассмотрим подробнее расчеты траекторий 

лучей для каждого сектора.  

Вектора P̂  и Q̂  определяют соответственно 

падающий и отраженный луч, точки P  и Q  – точки 

входа и выхода луча на фронтальной грани. По-

скольку при нормальном падении преломление мы 

не учитываем, будем считать, что вектор 

0 0 0P̂(x , y ,z )  совпадает с вектором 0 0 0PA(x ,y ,z ) . 

Назовѐм точку па-

дения на первую 

отражающую грань 

на пути луча точ-

кой A, на вторую – 

B и на третью – C. 

Рассмотрим 

сектор I (траекто-

рия 321) (рис. 5). 

Зная коорди-

наты точки 

3 3 3P(x , y , z )  и век-

Рис. 3. К расчету  

траектории луча 

 

X 

Y 

Рис. 4. К расчету точки выхода 

Рис. 5. Траектория 321 
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тор 0 0 0PA(x ,y ,z ) , найдем координаты точки A 

для первого сектора: 

PA : 

3 0 A

3 0 A

3 0

x(t) x x t x ;

y(t) y y t y ;

z(t) z z t 0

3
A 3 0

0

3
A 3 0

0

A

z
x x x ;

z

z
y y y ;

z

z 0.

 

По вектору 0 0 0AB(x ,y , z )  и точке A  найдем 

точку B : 

AB : 

A 0

A 0

0

B

x(t) x x t;

y(t) y y t;

z(t) 0 ( z t);

y (t) 0

A
B A 0

0

B

A
B 0

0

y
x x x ;

y

y 0;

y
z z .

y

 

По вектору 0 0 0BC(x , y , z )  и точке B  най-

дем точку C : 

BC :

A 0 A 0 0

0

0 A 0 0

C

x(t) x x y y x t;

y(t) 0 ( y t);

z(t) z y y ( z t);

x (t) 0

C

C 0 A 0 A

C 0 A 0

x 0;

y y х х y ;

z z х х .

 

И, наконец, по вектору 0 0 0CQ( x , y , z )  и 

точке C  найдем точку Q : 

CQ :

0

0 A 0 A 0

0 A 0 0

x(t) 0 x t;

y(t) y х х y y t;

z(t) z х х z t;

x y z 1

 

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

0 A A
Q

0 0 0

x (y z ) x (1 y )
x ;

x y z

y (x z ) y (1 x )
y ;

x y z

z (1 x y )
z .

x y z

 

Таким образом, зная точку падения луча на 

фронтальную грань, можно найти точку на выходе. 

Рассуждая аналогичным образом, можно получить 

координаты каждой точки при падении света на 

другие сектора ТРР. Как показывают расчеты, для 

сектора VI (траектория 312) координаты точки вы-

хода вычисляются по тем же формулам, что и для 

сектора I. Для сектора II (траектория 231) и III (тра-

ектория 213) получаем: 

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

0 A A
Q

0 0 0

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

x (y z ) x (1 z )
x ;

x y z

y (1 x z )
y ;

x y z

z (x y ) z (1 x )
z .

x y z

 

Для сектора IV (траектория 123) и V (траекто-

рия 132) аналогичным образом получаем: 

0 A A
Q

0 0 0

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

A 0 0 0 A
Q

0 0 0

x (1 y z )
x ;

x y z

y (x z ) y (1 z )
y ;

x y z

z (x y ) z (1 y )
z .

x y z

 

Вычислив координаты выходной точки Q , 

«возвращаем» ее из базиса 3 3 3(x , y ,z )  в базис 

3 3 3(x ' , y ' , z ' ) . Для этого сдвигаем координаты об-

ратно: 3 3 3 3 3 3x ' x 1, y ' y ,z ' z . 

Через обратную матрицу перехода 

1

1 1 0
2 2

21 1T
6 6 3

1 1 1
3 3 3

, 

зная 3 3 3Q'(x ' , y ' , z ' ) , находим Q'(x ', y ', z ') :  

3
1

3

3

x ' x '

y ' T y '

z ' z '

. 

Координаты точки Q  в базисе (x ', y ', z ')  равны 

координатам точки Q  в базисе (x, y,z) . Точка 

Q(x, y,z)  – точка на фронтальной грани выхода лу-

ча из ТРР. 

Стоит отметить, что для полного описания тра-

ектории отражения произвольного луча в ТРР, не-

обходимо также рассчитать углы, под которыми луч 

падает на каждую из трех отражающих граней. 

Определим падающий на произвольную отра-

жающую грань вектор углами i  и i , где i  – угол 

между падающим вектором и нормалью к грани, а 

i  – угол между направлением оси x  и проекцией 

вектора на отдельную грань (рис. 6). 

 
 

Индекс i  = 1, 2, 3 соответствует падению на 

первую, вторую и третью грани по порядку в зави-

симости от траектории луча. 

Рис. 6 . К расчету углов падения на грани 
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Итак, для сектора I выразим вектор 

0 0 0PA(x ,y ,z )  через углы i  и i : 

1 1 1 1 1PA(Sin Cos ;Sin Sin ;Cos ) , т.е. 1 0arccosz  

– угол падения на первую грань.  

Вектор 0 0 0AB(x ,y , z )  представим как 

2 2 2 2 2AB(Sin Sin ;Cos ;Sin Cos ) , получим 

2 0arccos y . Вектор 0 0 0BC(x , y , z )  предста-

вим, как 3 3 3 3 3BC(Cos ;Sin Cos ;Sin Sin )  и полу-

чим 3 0arccosx . 

Для сектора II аналогично: 

1 0arccos y , 2 0arccosz , 3 0arccosx . 

Для сектора III: 

1 0arccos y , 2 0arccosx , 3 0arccosz . 

Для сектора IV: 

1 0arccos x , 2 0arccos y , 3 0arccosz . 

Для сектора V: 

1 0arccos x , 2 0arccosz , 3 0arccos y . 

Для сектора VI: 

1 0arccosz , 2 0arccosx , 3 0arccos y . 

В случае не нормального падения луча на 

фронтальную грань ТРР, помимо трехкратного зер-

кального отражения, луч дважды испытывает пре-

ломление на границе диэлектрик-воздух [13], однако 

при нормальном падении света происходит лишь 

равномерное по всей апертуре уменьшение ампли-

туды электромагнитной волны без изменения ее 

фазы. Поэтому влияние этого фактора при нашем 

рассмотрении мы учитывать не будем. 

Теперь остановимся подробнее на исследова-

нии изменения амплитудно-фазового распределения 

поля при каждом отражении внутри ТРР.  

Стоит отметить, что ТРР изготавливаются в 

виде двух основных модификаций [14]: на основе 

микропризм, выдавленных в пластике с металлизи-

рованными задними отражающими гранями (ТРР-1) 

или таких же микропризм с воздушным зазором на 

основе полного внутреннего отражения (ТРР-2). 

При этом ТРР-1 имеют лучшие характеристики све-

товозвращения [6].  

Рассматривая по-прежнему случай нормально-

го падения луча на фронтальную грань ТРР, обра-

тим внимание, что произвольно наклоненный па-

дающий луч будет иметь параллельную ||E  и пер-

пендикулярную E  составляющие исходного (ли-

нейно-поляризованного) излучения (рис. 7), причем 

|| i
ˆ ˆE E M M , а i

ˆ ˆE E N N , где iE  – падаю-

щая волна, N̂ – вектор нормали к плоскости паде-

ния, а M̂  – вектор, перпендикулярный вектору N̂  и 

нормали к отражающей плоскости – вектору Ŝ : 

i i
ˆ ˆˆ ˆ ˆN K S K S , i

ˆ ˆ ˆM K N ,           (1) 

где iK  – вектор, в направлении которого распро-

страняется волна. 

 

Если учесть, что X Y ZK̂(K ,K ,K )  и XYS (0,0,1) , 

XZS (0,1,0) , YZS (1,0,0) , то с помощью (1) можно 

рассчитать вектора N̂  и M̂  для каждой отражаю-

щей плоскости XY, XZ и YZ: 

    

Y X
XY

2 2 2 2
Y X Y X

Z X
XZ

2 2 2 2
Z X Z X

Z Y
YZ

2 2 2 2
Z Y Z Y

XY Y Z X Z X Y X Y

XZ Y Z Z X Z X X Y

YZ Y Z Y Z X Z X Y

K K
N̂ ; ;0 ;

K K K K

K K
N̂ ;0; ;

K K K K

K K
N̂ 0; ; ;

K K K K

M̂ ( N K ; N K ;K N N K );

M̂ (K N ;K N N K ; N K );

M̂ (K N N K ; K N ;K N ),

     (2) 

а характеристики поля вычислим по формулам [15]: 

  
||r || i i r i i

ˆ ˆ ˆ ˆE r E M M,E r E N N,     (3) 

где || ir  и ir  – коэффициенты отражения, 

i  – угол падения на отражающую грань. 

Коэффициенты отражения для разных типов 

ТРР (металлизированных либо с воздушным зазо-

ром) разные и вычисляются по формулам Френеля. 

Для ТРР первого типа: 

             ||
tg( )

r
tg( )

;   
sin( )

r
sin( )

.            (4) 

Для ТРР второго типа: 

                

2 2 2

||
2 2 2

2 2

2 2

n cos i sin n
r ;

n cos i sin n

cos i sin n
r .

cos i sin n

                 (5) 

Рис. 7. К расчету поляризации  

при отражении от грани 
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Первая пара формул (2.5) дает вещественные 

значения и говорит об изменении амплитуды, а вто-

рая (2.6) – дает комплексные значения, т.е. происхо-

дит изменение не только амплитуды, но и фазы. 

Именно потому, что коэффициенты отражения для 

разных поляризаций отличаются, мы и получаем 

разные амплитудно-фазовые распределения. 

При каждом отражении происходит перерас-

пределение энергии между взаимно-ортогональ-

ными составляющими поля (рис. 8). 

В итоге формируется излучение с поляризаци-

ей в общем случае отличной от линейной: 

          
вых|| 7 7 9 9 11 11 13 13

вых 8 8 10 10 12 12 14 14

E r E r E r E r E ;

E r E r E r E r E ,
        (6) 

где 7 9 11 13r , r , r , r  – соответствующие коэффициенты 

отражения для согласованной со входной поляриза-

ции, а 8 10 12 14r , r , r , r  – для ортогональной ей. 

2. Имитационное моделирование  
преобразования поля на ТРР 

В соответствии с изложенными выше законо-

мерностями преобразования амплитудно-фазового 

распределения на различных типах ТРР (1 –6) была 

разработана имитационная компьютерная модель, с 

помощью которой можно получить амплитуду и фазу 

преобразованного на ТРР поля. По заданным точкам 

программа по формулам для возможных траекторий 

прохождения луча в ТРР рассчитывает точки выхода 

из него, а также значения амплитуды и фазы в каж-

дой точке для обеих составляющих поляризации. 

Результаты моделирования приведены в 

табл. 1. Представлены распределения амплитуд и 

фаз в каждом из шести секторов для ТРР-1 и ТРР-2 

на ортогональных поляризациях в зависимости от 

разворота плоскости поляризации падающего излу-

чения. Будем считать, что нулевое значение угла 

разворота совпадает с указанной на рис. 2 ориента-

цией ТРР. При повороте ТРР по часовой стрелке 

увеличивается и угол разворота плоскости поляри-

зации падающего излучения. 

Таблица 1 

Распределения амплитуд и фаз  

в секторах ТРР-1 и ТРР-2 на ортогональных  

поляризациях в зависимости от угла разворота 

плоскости поляризации падающего излучения 
 

У
го

л
 

Тип 

ТРР 
Пр По 

Номер сектора 

1 2 3 4 5 6 

0о 

ТРР-

1 

А 
с 0.76 1 0.76 0.76 1 0.76 

о 1 0.67 0.33 0.33 0.67 1 

Ф 
с 0 0 0 0 0 0 

о 0 0 0 0 0 0 

ТРР-

2 

А 
с 1 0.2 1 1 0.2 1 

о 1 0.39 0.33 0.33 0.39 1 

Фаза 
с 5.28 1.34 5.28 5.28 1.34 5.28 

о 5.31 5.59 1.47 1.47 5.59 5.31 

30о 

ТРР-

1 

А 
с 0.52 1 0.39 0.79 0.66 0.66 

о 1 0.1 0.7 0.4 0.7 0.1 

Ф 
с 0 0 0 0 0 0 

о 0 0 0 0 0 0 

ТРР-

2 

А 
с 0.53 0.24 1 0.24 0.15 0.74 

о 0.79 1 0.37 0.26 0.37 1 

Ф 
с 5.43 5.05 5.28 5.23 0.28 5.18 

о 5.28 5.36 4.91 1.04 4.91 5.36 

45о 

ТРР-

1 

А 
с 0.47 1 0.25 0.93 0.55 0.7 

о 1 0.29 0.83 0.6 0.75 0.38 

Ф 
с 0 0 0 0 0 0 

о 0 0 0 0 0 0 

ТРР-

2 

А 
с 0.37 0.27 1 0.03 0.18 0.63 

о 0.46 1 0.29 0.18 0.57 0.71 

Ф 
с 5.57 5.21 5.28 5.79 6.16 5.11 

о 5.19 5.32 5.06 0.72 5.1 5.39 

90о 

ТРР-

1 

А 
с 0.31 0.67 1 1 0.67 0.33 

о 1 0.74 1 1 0.74 1 

Ф 
с 0 0 0 0 0 0 

о 0 0 0 0 0 0 

ТРР-

2 

А 
с 0.33 0.4 1 1 0.39 0.33 

о 0.18 1 0.18 0.18 1 0.18 

Ф 
с 1.47 5.59 5.31 5.31 5.59 1.47 

о 5.71 5.24 5.71 5.71 5.24 5.71 
 

Обозначения: параметр (Пр): амплитуда (А) или 

фаза (Ф); поляризация (По): соглас. (с) или ортогон. (а) 
 

Сравнение данных, представленных в табл. 1, 

позволяет сделать следующие выводы: для ТРР-1 в 

связи с действительным характером коэффициента 

отражения первоначально равномерные значения 

амплитуды электромагнитной волны становятся 

различными для различных секторов после прохож-

дения света через ТРР. При этом фазовое распреде-

ление не меняется. При развороте плоскости поля-

ризации падающего луча относительно ТРР соот-

ношение амплитуд поля в секторах изменяется 

весьма существенно. В некоторых случаях контраст 

между секторами близок к единице. Такое поведе-

ние характерно для взаимно-ортогональных поляри-

заций, и при этом распределение интенсивности 

между секторами существенно отличается для вза-

имно-ортогональных поляризаций. 

Для ТРР-2 в связи с комплексным характером 

коэффициентов отражения существенные изменения 

Рис. 8. Схема отражения луча в ТРР  

с учетом поляризации 
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происходит как с амплитудой, так и с фазой луча на 

выходе ТРР. Наблюдается значительное отличие 

амплитуд света на выходе различных секторов. При 

этом соотношение интенсивностей для различных 

секторов изменения при развороте плоскости поля-

ризации относительно ТРР. Также как и в случае 

ТРР-1 наблюдается существенное отличие в распре-

делении интенсивности для различных составляю-

щих поляризации луча. 

В отличие от ТРР-1 для ТРР-2 после прохожде-

ния ТРР наблюдается изменение фазы электромаг-

нитной волны, причем эти значения различны для 

различных секторов и различны для двух состояний 

поляризации луча. Эти распределения меняются при 

развороте плоскости поляризации. 

Заключение 

Результаты моделирования показывают, что в 

отличие от известных ранее, имеют место значи-

тельные отличия в амплитудно-фазовых распреде-

лениях для различных секторов ТРР на выходе при 

начальном постоянном амплитудно-фазовом рас-

пределении на его входе. Существенные отличия 

имеют место также для различных составляющих 

поляризации выходного излучения. 

Такие отличия могут привести к существенно 

разным картинам дифракции лазерного излучения 

на решетках ТРР в зависимости от их структуры и 

пространственной ориентации. Это обстоятельство в 

свою очередь необходимо учитывать при рассмот-

рении путей использования РТРР обоих типов в раз-

личных системах прикладного назначения. 
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ПЕРЕТВОРЕННЯ АМПЛІТУДНО-ФАЗОВОГО РОЗПОДІЛЕННЯ ПРИ ВІДБИТТІ ЛАЗЕРНОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ  

ВІД ТЕТРАЕДРИЧНИХ РЕТРОРЕФЛЕКТОРІВ  

Г.М. Доля, О.С. Литвинова 

Дослідженні закономірності перетворення амплітудно-фазового розподілення (АФР) при відбитті лазерного ви-

промінювання від тетраедричних ретрорефлекторів (ТРР), що відрізняються фізичними властивостями межі відбит-

тя. Розроблена імітаційна модель такого перетворення. Результати моделювання свідчать про те, що при початко-

вому незмінному АФР на вході ТРР мають місце нерівномірні розподілення амплітуд та фаз на його виході. Істотні 

відмінності спостерігаються також для різних складових поляризації вихідного випромінювання. 

Ключові слова: тетраедричний ретрорефлектор, відбиття, амплітудно-фазове розподілення, поляризація. 

 
THE AMPLITUDE-PHASE DISTRIBUTION TRANSFORMATION WHEN THE LASER RADIATION REFLECT  

FROM TETRAHEDRAL RETROREFLECTORS 

G.N. Dolya, E.S. Litvinova 

The mechanism of the amplitude-phase distribution (APD) transformation when the laser radiation reflect from tetrahedral 

retroreflectors (TRR) that differ from each other by physical properties of reflection borders is investigated. The simulation mod-

el of such transformation is developed. Simulation results show that having initial uniform APD on the TRR’s input we get irre-

gular amplitude and phase distributions on it’s output. Considerable distinctions for different components of output radiation 

polarization are also observed. 

Keywords: tetrahedral retroreflector, reflection, amplitude-phase distribution, polarization. 


