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Введение 

Алгебраические кривые как проективные мно-

гообразия нашли применение при решении ряда за-

дач в кодировании и криптографии. Примерами яв-

ляются традиционные исследования по эллиптиче-

ским кривым в криптографии цифровой подписи или 

по максимальным кривым для задач универсального 

хеширования и помехоустойчивого кодирования.  

Кривые Гурвица имеют большую библиогра-

фию. Основные результаты представлены в работах 

F.Torres, среди которых можно выделить [1, 2], а 

также P. Carbonne, T. Henocq [3], R. Pellikan, 

P. Beelen [4, 5], и автора статьи [6 – 9]. Направле-

ниями исследований являются определение пара-

метров и условий существования кривых Гурвица.  

В работе [1] введено определение обобщенных 

кривых Гурвица и установлен морфизм между 

обобщенными кривыми Гурвица и Ферма. Здесь же 

определены условия максимальности для обычных 

кривых Гурвица и обобщенных кривых при ограни-

чении на выбор показателей степени кривой.  

Связь между кривыми Гурвица и Ферма пред-

ставлена P. Carbonne, T. Henocq в [3].  

В работе [4] предложена техника построения 

кривых на основе формального полинома и опреде-

лен класс кривых Гурвица, как обобщение квартики 

Клейна.  

В работе [5] приведены соотношения для рода 

кривой. Результаты исследований по максимальным 

кривым Гурвица, условия максимальности обоб-

щенных кривых со снятием ограничений на показа-

тели степени кривой представлены в [6].   

Максимальная кривая Гурвица с третьим зна-

чением рода описана в [7].  

В [8, 9] получены в общем виде оценки для 

числа точек кривых Гурвица. 

Целью статьи является определение условия 

существования и построения нетривиальных кривых 

Гурвица в конечном поле.  

В разделе 1 приводятся основные результаты 

по кривым Гурвица в конечном поле.  

В разделе 2 представлены теоремы существо-

вания и построения нетривиальных кривых Гурвица.  

1. Основные результаты по кривым 
Гурвица в конечном поле 

Кривые Гурвица nH  определяются  выражени-

ем  

n n nX Y Y Z XZ 0   (1) 

и имеют частные производные вида:  

n 1 n
XF nX Y Z ;  

n 1 n
YF nY Z X ;                         (2) 

n 1 n
ZF nZ X Y . 

Несингулярность кривых Гурвица над qF  оп-

ределяется условиями вида [10]: 

1) n  и q  должны быть взаимно простыми; 

2) 2gcd(n n 1,q) 1 . 

Для вычисления рода кривой Гурвица nH  ис-

пользуем выражение рода для кривой вида 

a b c dX X Y Y 0 .                     (3) 

В работе [4] (замечание 4.3) доказывается, что 

для несингулярной модели кривой (2) справедливо  

ac bd ad gcd(a b,c)1
g 1

2 gcd(b,c d) gcd(a,d)
.          (4) 

Если характеристика поля qF  не делит 

gcd(a b,c),gcd(b,c d),gcd(a,d)  и ac bd ad  то-

гда справедливо равенство.  

В силу соотношения (4) для кривой Гурвица Hn 

выражение для рода имеет следующий вид  

2n n
g

2
.   (5) 

Существует обобщение кривых Гурвица n,H  

которое имеет вид [1] 

n n nX Y Y Z X Z 0 ,   (6) 

где n 2 , 2 2(n, ) n n 2  и частные 

производные  

n 1 1 n
X

n 1 n 1
Y

n 1 n 1
Z

F nX Y X Z ;

F nY Z X Y ;

F nZ X Y Z .

.      (7) 
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Несингулярность кривых Гурвица n,H  над qF  

определяется условием [1]: 

qgcd (n, ),char F 1 .                (8) 

Род кривой n,H , как следует из (4) и отмеча-

ется в [5] равен 

2 2n n 2 3gcd(n, )
g

2
.   (9) 

Следующая теорема определяет оценку числа 

точек кривой Гурвица в проективном пространстве 

2P для конечного поля. 

Теорема 1 [9]. Пусть кривая  

n n nX Y Y Z X Z 0  

определена в 2P  над конечным полем qF  и является 

несингулярной. Пусть  

gcd(n, ,q 1) c 1  

и 
2 2 2gcd n n ,c(q 1) c d , 

тогда оценка для числа точек кривой Гурвица имеет 

вид 

2N tc d 3 ,  (10) 

где 0 t q 1 . 

Частные результаты по кривым Гурвица пред-

ставлены следствиями 1 – 3 [9]. 

Следствие 1. Если  

2 2gcd n n ,q 1 1  

и  

gcd n, 1, 

то число точек несингулярной кривой Гурвица n,H  

будет равно 

N q 2 .                (11) 

Следствие 2. Если  

2 2gcd n n ,q 1 1  

и  

gcd n, c , 

то число точек несингулярной кривой Гурвица n,H  

будет равно 

2N tc 3 .  (12) 

Следствие 3. Пусть  

2 2gcd n n ,q 1 d  

и  

gcd n, 1, 

тогда число точек несингулярной кривой Гурвица 

n,H  будет равно 

N td 3 .   (13) 

Справедлива следующая лемма.  

Лемма 1 [9]. Пусть n, 0  есть целые взаимно 

простые числа,  

gcd n, 1 

и  

2 2(n, ) n n . 

Тогда делителями (n, )  являются или простой 

делитель равный 3, или простые делители d 3 , 

или степенные делители 
ed , с условием d 1mod 6 . 

Кривые с числом точек N q 2  будем назы-

вать нетривиальными. 

2. Теоремы существования и построения 
нетривиальных кривых Гурвица 

Следующая теорема определяет существование 

нетривиальных кривых Гурвица n,H , для случая  

2 2gcd n n ,q 1 d  

и  

gcd n, 1. 

Теорема 2. Пусть задано конечное поле qF  и 

n, 0 , gcd n, 1. Нетривиальная кривая Гур-

вица n,H   

n n nX Y Y Z X Z 0  

существует, если  

2 2gcd n n ,q 1  

содержит делители e
id 3  такие, что id 1mod6 , а 

также делитель равный 3, где e 1 . 

Доказательство. В силу следствия 3 сущест-

вует нетривиальная кривая Гурвица с  числом точек  

2 2N t gcd n n , (q 1) 3 , 

если  

2 2gcd n n , (q 1) d 1 . 

Как следует из леммы 4, параметр  

2 2(n, ) n n  

имеет только делители e
id , id 3  и id 1mod6 , где 

e 1  и делитель равный 3, следовательно, q 1  в 

разложении так же содержит делители этого под-

множества. 

Замечание 1.  

1. Условия теоремы 2 определяют требования к 

показателям степеней нетривиальной кривой Гурви-

ца и отмечается, что порядок поля в разложении 

должен иметь делители со свойством  

id 1mod6  

или равный 3.  
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2. Важное значение имеет решение обратной 

задачи, как по делителям порядка поля qF  постро-

ить все нетривиальные кривые Гурвица, то есть най-

ти показатели n, 0 . 

Следующая теорема является новой и опреде-

ляет правило построения обычных нетривиальных 

кривых nH . 

Теорема 3. Пусть задано конечное поле qF . 

Делители порядка поля q 1  есть числа 1 2 kp ,p ,..., p  

и ip 1mod6 , для i  кроме, может быть одного 

делителя равного 3. Степень n  нетривиальной кри-

вой Гурвица 
n n nX Y Y Z XZ 0  определяется 

выражением 

1 1 2 2 k k 1 2 kn n P n P ... n P modp p ... p ;(14) 

k

i i s i
s 1

s i

P b p 1(mod p ) ,                   (15) 

где 1 2 kn ,n ,...,n – образующие элементы мультипли-

кативных подгрупп 6-го и 2-го порядков по модулям 

1 2 kp ,p ,..., p , а ib  – целые числа. 

В силу следствия 3, для существования нетри-

виальной кривой Гурвица nH  необходимо, чтобы  

2
1 2 kgcd n n 1,(q 1) p p ...p  

и по теореме 2 ip 1mod6  для i , кроме, может 

быть одного делителя равного 3.  

Как следует из леммы 1, для каждого делителя  

1 2 kp ,p ,..., p  

в силу  

2
1 2 kgcd n n 1,(q 1) p p ...p , 

является справедливым  

2
in n 1 0modp  

или  

2
i i in n 1 0modp , 

где i in n modp .  

Вычисления по модулям pi приводятся к вы-

числениям в конечном поле 
ipF . Пусть  – обра-

зующий элемент поля 
ipF , тогда s

in  является 

элементом подполя 6-го порядка ip 1
s

6
, если 

ip 1mod6  или 2-го порядка, если делитель равен 3 

(по лемме 1).  

Таким образом, для делителей 1 2 kp ,p ,..., p , 

можно сформировать набор образующих элементов 

мультипликативных подгрупп 6-го и 2-го порядков 

1 2 kn ,n ,...,n , которые в свою очередь, являются ос-

татками от деления i in n modp . Для нахождения 

искомого значения n по остаткам, используем из-

вестную китайскую теорему об остатках. Таким об-

разом, выражение для степени n кривой Гурвица 

удовлетворяющей условиям теоремы определяется 

соотношениями (14) и (15). 

Доказательство теоремы является конструк-

тивным. Следующие примеры демонстрируют еѐ 

действие. 

Пример 1. Пусть задано конечное поле qF . Де-

лители порядка поля q 1  есть числа 1p 3 , 

2p 43 . Построить нетривиальную кривую Гурвица 

nH .  

Решение. Так как 1p 3 , можно построить 

мультипликативную подгруппу 2-го порядка, c об-

разующим элементом 1n 2 . Делитель 2p 43  и 

2p 1mod6 . Образующий элемент подгруппы 6-го 

порядка есть 2n 7 .  

Действительно,  

3 3
2n 7 1mod 43 . 

Найдѐм по формуле (15) решения для парамет-

ров 1P  и 2P , которые имеют следующий вид: 

1 1 2 1P b p b 43 1 43 43 1mod3  

и  

2 2 1 2P b p b 3 29 3 87 1mod43 . 

По формуле (14) получим значение n 

1 1 2 2 1 2n n P n P (modp p )

2 43 7 87 50mod129.
. 

Кривая Гурвица  

50 50 50X Y Y Z XZ 0  

определенная над полем qF  является нетривиаль-

ной, так как  

2 2n n 1 50 50 1 3 19 43  

и  

2gcd n n 1,(q 1) 3 43 . 

Это решение не является единственным. Так 

для делителя 2p 43  существует ещѐ один обра-

зующий элемент подгруппы 6-го порядка, а именно, 

2n ' 37 .  

По формуле (14) имеем  

1 1 2 2 1 2n n P n P (mod p p )

2 43 37 87 80mod129.
. 

Кривая Гурвица  

80 80 80X Y Y Z XZ 0  

определенная над  полем qF  также является нетри-

виальной, и разложение для параметра  

(n, 1)  
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имеет следующий вид 

2 2 2n n 1 80 80 1 3 7 43 . 

Данный пример показывает, что по теореме 3 

может быть построено столько кривых Гурвица  

n n nX Y Y Z XZ 0 , 

сколько имеется образующих элементов мультип-

ликативных подгрупп 2-го и 6-го порядков для де-

лителей числа q 1 . Следующее утверждение опре-

деляет это число. 

Утверждение 1. Число нетривиальных кривых 

Гурвица  

n n nX Y Y Z XZ 0  

над полем qF  таких, что  

2
1 2 kgcd n n 1,(q 1) p p ...p  

и  

ip 1mod6  

для всех i, кроме, может быть одного делителя рав-

ного 3 равно 
kN 2 , если среди делителей ip  нет 

делителя 3 и равно 
k 1N 2 , если среди делителей 

ip  есть делитель 3. 

Доказательство очевидно. 

Замечание 2. 

1. Построенные в примере 1 кривые Гурвица 

nH  с n 50  и n 80  имеют одинаковое число то-

чек (см. теорему 2, следствие 3) и разные значения 

рода (см. выражение (5)). 

2. Может не существовать кривой Гурвица nH  

для которой параметр 2n n 1  имел бы только за-

данный набор делителей и не имел бы других дели-

телей. Такие кривые Гурвица являются избыточны-

ми по роду. 

Выводы 

1. Определены условия существование нетри-

виальных кривых Гурвица обобщенного вида (тео-

рема 2). 

2. Получено решение задачи, построения 

обычных нетривиальных кривых Гурвица по дели-

телям порядка поля qF  (теорема 3). 

3. Представлен практический алгоритм по-

строения обычных нетривиальных кривых Гурвица 

в конечном поле, который определяется из конст-

руктивного доказательства теоремы 3 (см. также 

пример 1). 
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