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Доведено теорему про сім видів розв’язку однієї строго опукло-вгнутої антагоністичної гри з ядром на 

одиничному квадраті. Кожен розв’язок, будучи представленим виключно у чистих стратегіях гравців, ви-
значається певною сукупністю співвідношень між п’ятьма параметрами ядра. 
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Âèä³ëåííÿ çàâäàííÿ äîñë³äæåííÿ 

Строго опукло-вгнута антагоністична гра  
(СОВАГ) може бути спрощеною математичною мо-
деллю деяких конкурентних (конфліктних) соціаль-
но-економічних процесів та явищ [1,  2].  Взагалі ка-
жучи,  найбільш простою формою ядра СОВАГ є 
задана на одиничному квадраті 

   SU X Y 0; 1 0; 1                        (1) 

поверхня 

  2 2S x, y Ax Bx Cxy Dy Hy              (2) 

з ненульовими параметрами A , B , C , D , H  і дові-
льною сталою  . Розв’язок СОВАГ з ядром (2) 
представляється у формі [3, с. 86; 4, 5]: 

,                       (3) 

де optx X  є єдиною оптимальною стратегією пер-

шого гравця, а opty Y  є єдиною оптимальною 
стратегією другого гравця, причому оптимальне 
значення гри  opt opt optV S x , y . 

Зауважимо, що оскільки для СОВАГ мають ви-

конуватися умови 
 2

2

S x, y
0

x





 і 
 2

2

S x, y
0

y





 

x X   та y Y  , то легко отримуються обме-
ження A 0  й H 0  для множників, які стоять пе-
ред квадратами стратегій гравців. Доведемо, що при 
односторонньому обмеженні B 0  дана СОВАГ 
має сім видів розв’язку у чистих стратегіях гравців, 
причому будь-який розв’язок цієї гри однозначно 
визначається певною сукупністю співвідношень між 
параметрами ядра. 

Òåîðåìà ïðî ñ³ì âèä³â ðîçâ’ÿçêó  
îäí³º¿ ÑÎÂÀÃ 

СОВАГ з ядром (2), яке визначене на одинич-
ному квадраті (1) з ненульовими параметрами A , 

B , C , D , H , при B 0  та   має сім видів 
розв’язку, кожен з яких визначається певною сукуп-
ністю співвідношень між параметрами ядра та пред-
ставляється виключно у чистих стратегіях гравців. 
Існує розв’язок, який визначається певною сукупні-
стю співвідношень між параметрами ядра, де гравці 
мають оптимальні стратегії одночасно на лівих кін-
цях сегментів  X 0; 1  та  Y 0; 1 . Крім того, 
існує розв’язок, який визначається певною сукупні-
стю співвідношень між параметрами ядра, де гравці 
мають одночасно оптимальні стратегії на правих 
кінцях сегментів  X 0; 1  та  Y 0; 1 .  Також іс-
нує параметричний розв’язок, де перший гравець 
має оптимальну стратегію на лівому кінці сегмента 

 X 0; 1 , а другий гравець має оптимальну страте-

гію на правому кінці сегмента  Y 0; 1 . 

Доведення. Оскільки A 0 , то парабола (2) як 
функція від змінної x  має точку глобального мак-
симуму maxx , котра є розв’язком рівняння 

   2 2S x, y Ax Bx Cxy Dy Hy
x x
 

       
 

 

2Ax B Cy 0    .                         (4) 
Звідси точка глобального максимуму 

max
B Cyx

2A


  .                           (5) 

Далі все залежить від того, чи точка (5) потрапляє в 
одиничний сегмент  X 0; 1 . Якщо прийняти об-

меження C 0 , то  при , що 

може бути записано як .  З іншого боку,  

 при , що записується як 

. Тоді при  отримаємо 

 2A B 0; 1
C


   та, оскільки B 2A B0
C C


    , 
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значення  B 0; 1
C

  . Зрештою, точка  maxx 0; 1  

при B 2A By ;
C C

     
 і 

   2

max 2

B CyB CyS x , y S , y A
2A 4A

     
 

 

 2
2 B CyB Cy B CyB Cy Dy Hy

2A 2A 4A
 

          

2 2
2 2 2B BC CDy Hy y Dy y Hy

4A 2A 4A
            

2 2
2 4AH C 2AD BC By y

4A 2A 4A
 

      .      (6) 

При B 2A By ;
C C

     
 максимум поверхні 

(2) по x  досягатиметься на одному з кінців сегмента 
 0; 1  і буде залежати від знаку виразу A B Cy  . 

Так як A B Cy 0    при A By
C


  , то, врахову-

ючи співвідношення 
B A B 2A B
C C C

 
     , 

максимум 

 
 

      

 

      

2

2 2
2

maxx 0; 1

2

Bmax S 0, y , S 1, y S 0, y Dy Hy , y 0; ;
C

B Cy 4AH C 2AD BC B B 2A Bmax S x, y S x , y S , y y y , y ; ;
2A 4A 2A 4A C C

2A Bmax S 0, y , S 1, y S 1, y A B Cy Dy Hy , y ; 1 .
C



           
                         
               

   (7) 

 
Для мінімізації функції (7) на сегменті 
 Y 0; 1  необхідно знати глобальні мінімуми па-

рабол  S 0, y , B CyS , y
2A
  

 
 й  S 1, y . Глобаль-

ний мінімум 0
miny  параболи  S 0, y  є розв’язком 

рівняння 

   2d dS 0, y Dy Hy D 2Hy 0
dy dy

       ,    (8) 

з якого 
0

min
Dy

2H
  .                               (9) 

Глобальний мінімум miny  параболи B CyS , y
2A
  

 
 

є розв’язком рівняння 

 max
d S x , y
dy

  

2 2
2d 4AH C 2AD BC By y

dy 4A 2A 4A
  

      
 

 

24AH C 2AD BCy 0
2A 2A
 

   ,              (10) 

з якого 

min 2

BC 2ADy
4AH C





.                        (11) 

І глобальний мінімум 1
miny  параболи  S 1, y  є 

розв’язком рівняння 

   2d dS 1, y A B Cy Dy Hy
dy dy

         

C D 2Hy 0    ,                        (12) 
звідки точка 

1
min

C Dy
2H


  .                           (13) 

При D 0  і C 0  точки (9) і (13) будуть лежа-
ти поза сегментом  0; 1 . Різниця 

min 2

B BC 2AD By
C C4AH C

        
 

 
2 2

2

BC 2ADC 4AHB BC
C 4AH C

  
 


 

   2

2A 2HB DC
C 4AH C

 


               (14) 

при C 0  і D 0  буде від’ємною, тобто тоді 

min
By
C

  . 

Обмеження 1. C 0 , D 0 , . 

Маємо максимум (7).  Так як 0
miny 0 ,  то має 

місце параболічна нерівність 

   0
min

BS 0, y S 0, 0 S 0,
C

    
 

.           (15) 

Для точки min
By
C

   справедливим є співвідно-

шення 

 max min max
BS x , y S x ,
C

    
 

 

max
2A BS x ,

C
   

 
,                   (16) 

а для точки 1
miny 0  виконано 

   1
min

2A BS 1, y S 1, S 1, 1
C
    

 
.      (17) 
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Тоді з урахуванням тотожностей 

max
2A B B Cy 2A BS x , S ,

C 2A C
            

   
 

2A BS 1,
C
   

 
                         (18) 

та 

max
B B Cy B BS x , S , S 0,
C 2A C C

               
     

   (19) 

виходить, що мінімум функції (7) на сегменті Y  як 
значення 

   
       maxB B 2A B 2A By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; y ; 1

C C C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y , min S 1, y
                        

 
   
  

 

   max max
B B 2A B 2A Bmin min S 0, 0 , S 0, , min S x , , S x , , min S 1, , S 1, 1
C C C C

                                 
             

 

   max opt
B 2A Bmin S 0, 0 , S x , , S 1, S 0, 0 V
C C

               
    

                                (20) 

 
досягається на стратегії opty 0 . Оптимальна стра-

тегія optx  має бути визначена з рівняння [4, 6, 7]: 

 opt optV S x, y .                         (21) 

Коренями відповідного рівняння 
  2

optV S 0, 0 Ax Bx         

   opt
BAx x S x, 0 S x, y
A

       
 

      (22) 

є 1x 0  та 2
Bx
A

  . Але 2x 0 , звідки optx 0  і за 

вказаного обмеження розв’язок гри 

.                           (23) 

Якщо 2A B C 0   , то 2A B 1
C


  ,  і макси-

мум поверхні (2) по x  залежатиме від знаку суми 
B C . Тоді слід розглянути наступні два обмежен-
ня. 

Обмеження 2. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
. 

Оскільки 2A B 1
C


   та  B 0; 1
C

  ,  то мак-

симум 

 
 

      

 

2

2 2x 0; 1
2

max

Bmax S 0, y , S 1, y S 0, y Dy Hy , y 0; ;
C

max S x, y
B Cy 4AH C 2AD BC B BS x , y S , y y y , y ; 1 .

2A 4A 2A 4A C



            
                     

       (24) 

 
Для такого випадку залишається нерівність 

(15), а замість нерівності (16) виконується подвійна 
нестрога нерівність 

   max min max max
BS x , y S x , S x , 1
C

    
 

.     (25) 

Тоді мінімум функції (24) на сегменті Y  

   
     maxB By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; 1

C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y
              

 
   
  

 

   max max
B Bmin min S 0, 0 , S 0, , min S x , , S x , 1
C C

                 
       

 

   max opt
Bmin S 0, 0 , S x , S 0, 0 V
C

         
  

                                              (26) 

знову досягається на стратегії opty 0 , звідки з від-

повідного рівняння (22) випливає optx 0  і 
розв’язок (23). 

Обмеження 3. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
B C 0  . 

Цілком очевидно, що оскільки B 1
C

  , то 

 
      

x 0; 1
max S x, y max S 0, y , S 1, y


   

  2S 0, y Dy Hy     .                  (27) 
Завдяки параболічній нерівності 

     0
minS 0, y S 0, 0 S 0, 1                 (28) 

мінімум 

   
 

 
 

y 0; 1 y 0; 1x 0; 1
min max S x, y min S 0, y
 

   

  optS 0, 0 V                           (29) 

досягається на стратегії opty 0 . 
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Звідки розв’язком є (23).  
Якщо тепер покладати D 0 ,  то при 

 максимумом поверхні (2) по x  на 
сегменті  0; 1  залишається функція (7).  

Згідно з (9) точка 0
miny 0 , а з різниці 

0
min

B D B 2HB DCy
C 2H C 2HC

       
 

         (30) 

випливає, що 0
min

By 0;
C

    
 при . 

Обмеження 4. C 0 , D 0 , , 
. 

Умова 0
min

By 0;
C

    
 дає систему двох пара-

болічних нерівностей 

,   (31) 

а з (14) маємо , звідки 

 

max
2A BS x ,

C
   

 
.                     (32) 

Різниця 
1 0

min min
C D D Cy y

2H 2H 2H
         

 
        (33) 

у даному обмеженні є від’ємною, тому 1 0
min miny y  та 

виконано співвідношення (17). Тоді мінімум функції 
(7) на сегменті Y  

   
       maxB B 2A B 2A By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; y ; 1

C C C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y , min S 1, y
                        

 
   
  

 

   0
min max max

B 2A B 2A Bmin S 0, y , min S x , , S x , , min S 1, , S 1, 1
C C C

                        
         

 

   
2

0 0
min max min opt

B 2A B D Dmin S 0, y , S x , , S 1, S 0, y S 0, V
C C 2H 4H

                      
      

           (34) 

 

досягається на стратегії 0
opt min

Dy y
2H

   . Кореня-

ми відповідного рівняння (21) 
2

2
opt

D D DV S 0, Ax Bx Cx
2H 4H 2H

               
   

 

2
2D D DD H Ax Bx Cx

2H 2H 2H
                    
     

 

2 2 2D 2HB DC D Dx Ax
4H 2H 4H 4H

            
 

 

 opt
2HB DC DAx x S x, S x, y

2AH 2H
          

   
  (35) 

є 1x 0  та 2
DC 2HBx

2AH


 . Але , звідки 

optx 0  і за вказаного обмеження розв’язок гри 

.                   (36) 

При 2HB DC 0   точки 0
min

By
C

   та 

min
By
C

  . Різниця 

min 2

2A B BC 2AD 2A By
C C4AH C
          

 

 
2 2 2 2

2

BC 2ADC 8A H 4AHB 2AC BC
C 4AH C

    
 


 

     2

2A 2H 2A B C C D
C 4AH C

     
    (37) 

є від’ємною у випадку    2H 2A B C C D 0    . 

Обмеження 5. C 0 , D 0 , , 
2HB DC 0  ,    2H 2A B C C D 0    . 

Для точки 0
min

By
C

   виконано нерівність 

   0
min

BS 0, 0 S 0, S 0, y
C

    
 

,            (38) 

а для точки min
B 2A By ;
C C

    
 

 виконано 

 max max min
BS x , S x , y ,
C

     
 

 

 max min max
2A BS x , y S x ,

C
     

 
.       (39) 

У даному обмеженні різниця 
1

min
2A B C D 2A By

C 2H C
         

 
 

   2H 2A B C C D
2HC

  
                  (40) 

виявляється від’ємною, тому 1
min

2A By
C


   і вико-

нано (17).  
Тоді мінімум функції (7) на сегменті Y  
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       maxB B 2A B 2A By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; y ; 1

C C C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y , min S 1, y
                        

 
   
  

 

     max min
B 2A Bmin min S 0, 0 , S 0, , S x , y , min S 1, , S 1, 1
C C

                  
       

 

   max min max min 2

B 2A B B Cy BC 2ADmin S 0, , S x , y , S 1, S x , y S ,
C C 2A 4AH C

                           
 

 
 

 
 

2 22 2 2 2

2 2 2 2

BC 2AD BC 2ADBC 2AD 4AH C BC 2AD 2AD BC B B
4A 2A 4A 4A4AH C 4AH C 4A 4AH C 2A 4AH C

                     
 

 
   

 2 22 2 2 2 2 2 2 2

opt22 2

BC 2AD D AD BC B HB B C 4ADBC 4A D B C 4AB H V
4A C 4AH4A C 4AH 4A C 4AH

     
          

 
 (41) 

 

досягається на стратегії opt min 2

BC 2ADy y
4AH C


 


. Ві-

дповідне рівняння (21) має вид: 

opt 2

B Cy BC 2ADV S ,
2A 4AH C
      

 

  2

2

D AD BC B H
C 4AH
 

   


 

2
2 2

BC 2AD BC 2ADAx Bx Cx D
4AH C 4AH C

 
    

 
 

2

2
BC 2ADH
4AH C

      
 

 opt2

BC 2ADS x, S x, y
4AH C

    
.             (42) 

Воно зводиться до рівняння 
 2 2

2
2 2 2 2

D AD BC B HBC 2AD BC 2AD BC 2ADAx Bx Cx D H
4AH C 4AH C 4AH C C 4AH

              
 

     

 
 

22 2 22 2
2

2 2 22

BDC 2AD 4AH C H BC 2AD D AD BC B H4ABH BC BC 2ADCAx x
4AH C 4AH C4AH C

       
    

 
 

 
 

2 2 3 2 2 2 2 2 2
2

2 22

2A 2BH DC 4AHBDC 8A D H BDC 2AD C HB C 4AHBDC 4A D HAx x
4AH C 4AH C

      
   

 
 

   
 

 
 

2 2 3 2 2 2 2 2 2
2

2 2 22 2

D AD BC B H 4AH C 2A 2BH DC BDC 2AD C HB C 4A D HAx x
4AH C4AH C 4AH C

             
 

 

 
 2 2 2 2 2 2 3 2 2

2
2 22

2A 2BH DC4A D H 4ABDCH 4AB H AD C BDC B HC Ax x
4AH C4AH C

    
   


 

 
   

 

22 2 2 2
2

2 2 22 2

2A 2BH DC DC 2BHAD C 4ABDCH 4AB H Ax x A
4AH C4AH C 4AH C

  
    

 
 

 
 

2 2
2

2 2 22

2BH DC2BH DC 2BH DCA x 2x A x 0
4AH C 4AH C4AH C

               

.                                   (43) 

 

З (43) випливають розв’язки 1 2 2

DC 2BHx x
4AH C


 


 

рівняння (42). Оскільки 2HB DC 0  , то 

2

DC 2BH 0
4AH C





. Умова    2H 2A B C C D 0     

еквівалентна нерівності 24AH C CD 2BH   , звід-

ки значення  2

DC 2BH 0; 1
4AH C





. Тому 

opt 2

DC 2BHx
4AH C





 і розв’язок гри 

 

  2

2

D AD BC B H
C 4AH

   
 

.               (44) 

При  із (37) слідує 
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те, що точка , причому різниця (40) 

дає . Крім того, тут 

1
min

2A By ; 1
C
    

 при недодатній різниці 

1
min

C D C D 2Hy 1 1
2H 2H
  

      ,         (45) 

тобто при . 
Обмеження 6. C 0 , D 0 , , 

2HB DC 0  , , C D   

. 

Оскільки для точки 0
min

By
C

   виконано (38),  

для точки  виконано нерівність 

 
,                          (46) 

і для точки 1
min

2A By ; 1
C
    

 виконано дві нерів-

ності 

 

,              (47) 

то мінімум функції (7) на сегменті Y : 

   
       maxB B 2A B 2A By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; y ; 1

C C C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y , min S 1, y
                        

 
   
  

 

   1
max max min

B B 2A Bmin min S 0, 0 , S 0, , min S x , , S x , , S 1, y
C C C

                        
         

 

     2
1 1

max min min opt

C DB 2A B C Dmin S 0, , S x , , S 1, y S 1, y S 1, A B V
C C 2H 4H

                         
      

  (48) 

 

досягається на стратегії 1
opt min

C Dy y
2H


   . Відпо-

відне рівняння (21) має вид: 

 2

opt

C DC DV S 1, A B
2H 4H

         
 

 

2 C D C DAx Bx Cx D
2H 2H
             

   
 

2
2C DH Ax

2H
       

 
 

   22BH C C D C DC Dx D
2H 2H 4H

    
      

 
 

 opt
C DS x, S x, y

2H
    

 
.               (49) 

Переписавши рівняння (49) як 

   2
2 2BH C C D C DC DAx x D

2H 2H 4H
    

    
 

 

       2
2C D 2BH C C D C C D 2H A B

A B Ax x
4H 2H 2H
      

       
 

 

           2 2BH C C D C C D 2H A B C C D 2H A B
A x x A x 1 x 0

2AH 2AH 2AH
           

               
,    (50) 

 
отримуємо його корені 1x 1  та 

   
2

C C D 2H A B
x

2AH
  

 . Але із вихідної умови 

 випливає нерівність 

,        (51) 

яка означає, що . Тому optx 1  і розв’язок гри 

.        (52) 

Обмеження 7. C 0 , D 0 , , 
2HB DC 0  , , C D   

2H 0  . 
Маємо нерівності (38), (46) та 

   1
min

2A BS 1, S 1, 1 S 1, y
C
    

 
         (53) 

для точки 1
miny 1 .  Тоді мінімум функції (7) на сег-

менті Y : 
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       maxB B 2A B 2A By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; y ; 1

C C C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y , min S 1, y
                        

 
   
  

 

   max max
B B 2A B 2A Bmin min S 0, 0 , S 0, , min S x , , S x , , min S 1, , S 1, 1
C C C C

                                 
             

 

   max opt
B 2A Bmin S 0, , S x , , S 1, 1 S 1, 1 A B C D H V
C C

                    
    

                 (54) 

 
досягається на стратегії opty 1 . Коренями відпові-
дного рівняння (21): 

  2
optV S 1, 1 A B C D H Ax Bx            

  A B CCx D H A x 1 x
A

           
 

 

   optA B C D H S x, 1 S x, y           (55) 

є 1x 1  та 2
A B Cx

A
 

  .  Але із умови 

 слідує , тому optx 1  

і розв’язок гри 
.            (56) 

Рухаючись далі, при параметрах C 0 , D 0 , 
які з’явились уперше у четвертому обмеженні, ста-
вимо нерівність 2A B C 0   . Очевидно, що, як і у 
другому обмеженні, при  максимумом по-
верхні (2) по x  на сегменті  X 0; 1  є функція (24). 

З різниць (14) і (30) випливає, що при 2HB DC 0   

точки min
By
C

   та 0
min

By 0;
C

   
 

. Це обумовлює 

наступну серію обмежень. 
Обмеження 8. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 

, 2HB DC 0  . 

Для точки min
By
C

   виконано нерівність (25), 

а для точки 0
min

By 0;
C

   
 

 має місце система 

     0 0
min min

BS 0, 0 S 0, y , S 0, y S 0,
C

      
  

.   (57) 

Тоді мінімум функції (24) на сегменті Y : 

   
 

y 0; 1 x 0; 1
min max S x, y
 

  

   maxB By 0; y ; 1
C C

min min S 0, y , min S x , y
            

 
   
  

 

   0
min max max

Bmin S 0, y , min S x , , S x , 1
C

        
   

 

   0 0
min max min

Bmin S 0, y , S x , S 0, y
C

       
  

 

2

opt
D DS 0, V

2H 4H
       
 

              (58) 

досягається на стратегії 0
opt min

Dy y
2H

   , звідки з 

відповідного рівняння (35) випливає optx 0  та 
розв’язок (36) даної СОВАГ. 

При  точки  та 

. З різниці 

2

min 2 2
BC 2AD BC 2AD 4AH Cy 1 1
4AH C 4AH C

   
    

 
 

   
2

C B C 2A D 2H
4AH C

  



                 (59) 

випливає, що точка min
By ; 1
C

    
 при 

. 
Обмеження 9. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 

, ,  C B C 2A    

. 
Тут виконана нерівність 

,           (60) 

для точки  та система двох нерівностей 

 

                (61) 

для точки min
By ; 1
C

    
. Тоді мінімум функції (24) 

на сегменті Y  

   
 

y 0; 1 x 0; 1
min max S x, y
 

  

   maxB By 0; y ; 1
C C

min min S 0, y , min S x , y
            

 
   
  

 

   max min
Bmin min S 0, 0 , S 0, , S x , y
C
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 max min
Bmin S 0, , S x , y
C

      
  

 

 max min 2

B Cy BC 2ADS x , y S ,
2A 4AH C
       

 

2 2

DC 2BH BC 2ADS ,
4AH C 4AH C

      
 

  2

opt2

D AD BC B H
V

C 4AH
 

   


            (62) 

досягається  на стратегії  opt min 2

BC 2ADy y
4AH C


 


.  З 

відповідного рівняння (42) випливає 

opt 2

DC 2BHx
4AH C





 та розв’язок (44) даної СОВАГ. 

Обмеження 10. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
, ,  C B C 2A    

 D 2H 0   . 

Має місце нерівність (60), а для точки miny 1  
виконується 

   max max max min
BS x , S x , 1 S x , y
C

    
 

,     (63) 

звідки мінімум функції (24) на сегменті Y : 
 

   
     maxB By 0; 1 x 0; 1 y 0; y ; 1

C C

min max S x, y min min S 0, y , min S x , y
              

 
   
  

 

     max max max
B B Bmin min S 0, 0 , S 0, , min S x , , S x , 1 min S 0, , S x , 1
C C C

                           
           

 

   22 2

max opt

B CB C 4AH C 2AD BC BS x , 1 S , 1 D H V
2A 4A 2A 4A 4A

                 
 

            (64) 

досягається на стратегії opty 1 . Відповідне рівнян-
ня (21) має вид 

 2
2

opt

B CB CV S , 1 D H Ax
2A 4A

          
 

 

   optBx Cx D H S x, 1 S x, y        ,    (65) 

звідки випливає рівняння 

 2 2
2 B C B CAx Bx Cx A x 0

4A 2A
        

 
   (66) 

та корені 1 2
B Cx x
2A


    рівняння (65). З вихідних 

умов 2A B C 0    та  даного обмеження 

слідує, що значення  B C 0; 1
2A


   та 

opt
B Cx
2A


  . Звідси розв’язком гри при даному 

обмеженні є 

.      (67) 

Тепер накладемо умову B C 0  , яка дасть 

значення B 1
C

   та максимум (27), який випливає із 

(24). Глобальний мінімум (9) параболи (27) нале-
жить одиничному сегменту  Y 0; 1  при 

. Тому далі слідують ще два обмеження. 
Обмеження 11. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 

B C 0  , . 

Так як для точки  0
miny 0; 1  має місце система 

нерівностей 

,    (68) 

то мінімум параболи (27) на сегменті Y : 

   
 

 
   0

miny 0; 1 y 0; 1x 0; 1
min max S x, y min S 0, y S 0, y
 

    

2

opt
D DS 0, V

2H 4H
       
 

              (69) 

знову досягається на стратегії 0
opt min

Dy y
2H

   , 

звідки з відповідного рівняння (35) випливає 
optx 0  та розв’язок (36) даної СОВАГ. 

Обмеження 12. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
B C 0  , D 2H 0  . 

Маємо точку 0
miny 1  з відповідною подвійною 

нерівністю 

     0
minS 0, 0 S 0, 1 S 0, y  ,               (70) 

звідки мінімум параболи (27) на сегменті Y : 

   
 

 
 

y 0; 1 y 0; 1x 0; 1
min max S x, y min S 0, y
 

   

      min S 0, 0 , S 0, 1 S 0, 1    

optD H V                             (71) 
досягається на стратегії opty 1 . Коренями відпові-
дного рівняння (21): 

  2
optV S 0, 1 D H Ax Bx Cx D           

B CH Ax x D H
A
           

 
 

   optS x, 1 S x, y                       (72) 

є 1x 0  та 2
B Cx

A


  . Але при B C 0   корінь 
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2x 0 , тому optx 0  і за вказаного обмеження 
розв’язок гри 

.                     (73) 
Далі, вичерпавши усі варіанти обмежень при 

C 0  та D 0 , переходимо до наступного обме-
ження. 

Обмеження 13. C 0 , D 0 . 

Оскільки  B 2A B; 0; 1
C C

      
, то чиста 

стратегія другого гравця не може належати сегменту 
B 2A B;
C C

    
 і, відповідно, точка maxx 0 . А так 

як A B Cy 0    при  y 0; 1 , то максимумом по-

верхні (2) по x  на сегменті  0; 1  є парабола (27).  

Для точки 0
miny 0  маємо нерівність (28), яка 

на стратегії opty 0  дає мінімум (29), звідки 
розв’язком даної СОВАГ є (23). 

Тепер покладатимемо параметри C 0  та 
D 0 ,  за яких максимум (27)  залишається,  а точка 

 0
miny 0; 1  при . 

Обмеження 14. C 0 , D 0 , . 
Маємо систему (68) та мінімум (69), завдяки 

чому розв’язком гри при даному обмеженні є (36). 
Обмеження 15. C 0 , D 0 , D 2H 0  . 
Маємо вирази (70) – (72), звідки відповідним 

розв’язком гри при даному обмеженні є (73). 
Усі можливі сукупності обмежень розглянуті,  

отримані результати зібрані у табл. 1 
Таблиця 1 

Отримані результати 

Обмеження з параметрами ядра (2) СОВАГ Вид розв’язку СОВАГ 
Обмеження 1. C 0 , D 0 ,  
Обмеження 2. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 

 
Обмеження 3. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
B C 0   
Обмеження 13. C 0 , D 0  

 

Обмеження 4. C 0 , D 0 , , 
 

Обмеження 8. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
, 2HB DC 0   

Обмеження 11. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
B C 0  ,  
Обмеження 14. C 0 , D 0 ,  

 

Обмеження 5. C 0 , D 0 , , 
2HB DC 0  ,    2H 2A B C C D 0     

Обмеження 9. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
, ,  

 

 

Обмеження 6. C 0 , D 0 , , 
2HB DC 0  , ,  

 
 

Обмеження 7. C 0 , D 0 , , 
2HB DC 0  , ,  
C D 2H 0    

 

Обмеження 10. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
, ,  

   C B C 2A D 2H 0     
 

Обмеження 12. C 0 , D 0 , 2A B C 0   , 
B C 0  , D 2H 0   
Обмеження 15. C 0 , D 0 , D 2H 0   

 

 
Перегрупувавши отримані розв’язки при 15 ро-

зглянутих обмеженнях у табличному вигляді [2, 8, 
9],  бачимо,  що усього є сім видів розв’язку,  які ви-
значаються певною сукупністю співвідношень між 
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параметрами ядра – множини (23), (36), (44), (52), 
(56), (67), (73). Розв’язок (23) визначається оптима-
льними стратегіями гравців, що є лівими кінцями 
сегментів їх чистих стратегій. Розв’язок (56) визна-
чається оптимальними стратегіями гравців, що є 
правими кінцями сегментів їх чистих стратегій. На-
решті, у розв’язку (73) перший гравець має оптима-
льну стратегію на лівому кінці сегмента  X 0; 1 , а 
другий гравець має оптимальну стратегію на право-
му кінці сегмента  Y 0; 1 . 

Теорему доведено. 

Âèñíîâîê 

Доведену теорему та проміжні результати її 
доведення можна використовувати для швидкого 
розв’язування антагоністичних ігор розглянутого 
класу та формування оптимальних рішень в конфлі-
ктно-керованих ситуаціях [10, 11], які можуть бути 
представлені як строго опукло-вгнута антагоністич-
на гра з ядром виду (2), що задається на довільному 
прямокутнику простору 2  [12, 13]. Перспектива 
подальшого дослідження вбачається у доведенні 
теорем про виокремлення розв’язків для динамічних 
антагоністичних неперервних ігор, у яких залеж-
ність оптимальних стратегій гравців від часу факти-
чно може бути представлена як залежність від пара-
метрів ядра гри. 
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÅÌÈ ÐÅØÅÍÈßÕ ÎÄÍÎÉ ÑÒÐÎÃÎ ÂÛÏÓÊËÎ-ÂÎÃÍÓÒÎÉ ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÃÐÛ  

Ñ ßÄÐÎÌ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÌ ÊÂÀÄÐÀÒÅ 

В.В. Романюк 
Доказано теорему о семи видах решения одной строго выпукло-вогнутой антагонистической игры с ядром на 

единичном квадрате. Каждое решение, будучи представленным исключительно в чистых стратегиях игроков, опреде-
ляется определённой совокупностью соотношений между пятью параметрами ядра. 

Ключевые слова: выпукло-вогнутая антагонистическая игра, решение игры, единичный квадрат, чистая страте-
гия, параметры ядра игры. 

 
A THEOREM ON SEVEN SOLUTIONS OF A STRICTLY CONVEX-CONCAVE ANTAGONISTIC GAME  

WITH KERNEL ON THE UNIT SQUARE 

V.V. Romanuke 
There has been proved the theorem on the seven solution types of a strictly convex-concave antagonistic game with the 

kernel on the unit square. Each solution, being stated exclusively in the pure strategies of the players, is determined by the defi-
nite aggregate of relationships between the five kernel parameters. 

Keywords: convex-concave antagonistic game, game solution, unit square, pure strategy, game kernel parameters. 


