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Введение 

Вероятность коллизии универсального хеши-
рования по рациональным функциям алгебраиче-
ских кривых определяется отношением значения 
полюса базисных функций к числу точек кривой над 
конечным полем. Наилучший результат хеширова-
ния достигается на максимальных кривых большого 
рода. Максимальной кривой Ферма наибольшего 
рода является кривая Эрмита. Исследования по кри-
вым Ферма широко представлены в работах [1 – 4]. 
В работах [1, 2] рассмотрены условия максимально-
сти кривых Ферма, в [3, 4] – оценки параметров кри-
вых Ферма для универсального хеширования в про-
стом и в квадратичном поле. Максимальные плоские 
кривые существуют только в квадратичных полях. 
Актуальным является оценка параметров кривых 
Ферма в расширениях конечных полей степени три 
и выше. 

Целью статьи является построение кривых 
Ферма с большим числом точек в расширенном ко-
нечном поле степени три и выше. В разделе 1 рас-
смотрены основные свойства кривых Ферма в куби-
ческом поле и асимптотические границы. В разделе 2 
приведены наилучшие кривые Ферма и асимптоти-
ческие результаты в расширенном поле степени 
выше трёх. 

1. Оценка параметров кривых Ферма  
в кубическом поле 

Важные классы кривых Ферма для кубического 
поля представлены в следующих теоремах. 

Теорема 1. Кривая  
2 2q q 1 q q 1X Y      

2q q 1Z 0    
над полем 3q

F  имеет число точек  

     22 2N q 2 q q 1 3 q q 1       . (1) 

Доказательство. Образующий элемент a поля 

3q
F  имеет порядок 3q 1  и все степени 

2q q 1   

образуют подполе порядка q 1 . Решениями урав-

нения 
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z 0         будут значе-

ния x,y,z, которые удовлетворяют условиям 
2q q 1Z 0   , 

2q q 1Y     , 
2q q 1X     , 0     

или 
2q q 1Z 1   , 

2q q 1Y     , 
2q q 1X     , 

1 0    , где q, F  . Первое условие выполня-

ется, если       q 1 / 20, 1, 1 ,        , где 

2q q 1     и число решений для этой пары равно 

 23 q q 1  .  

Рассмотрим решения    i j, ,     , которые 

определяются вторым условием. Если характери-
стика поля p 2 , тогда существуют решения 

      , q 1 / 2, q 1 / 2      и их число равно 

 22q q 1  , из-за отсутствия перестановок. Оста-

ются ещё  q 1 / 2 1   пар    i j, ,     , удовле-

творяющих 1 0     во втором условии. Число 
решений по этой группе с учетом перестановок по 
координатам будет равно  

   222 q 1 / 2 1 q q 1    . 

Общее число решений будет равно  

     22 2N q 2 q q 1 3 q q 1       . 

Если характеристика поля р=2, тогда не суще-
ствуют решения       , q 1 / 2, q 1 / 2      и нет 

решения вида    , 1, 2    , удовлетворяющего 

условию r 1 r 1 r 1Z 1, Y 1,X 2      . Остаются толь-

ко  q 2 / 2  пар    i j, ,     , удовлетворяющих 

условию 1 0    .  
Число решений по этой группе с учетом пере-

становок по координатам будет равно  
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       2 22 22 q 2 / 2 q q 1 q 2 q q 1       . 

Общее число решений будет равно  

     22 2N 3 q q 1 q 2 q q 1       , 

что совпадает с (1).    ◊ 

Замечание 1.  

1. Кривая 
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z 0         

впервые рассмотрена в [5]. Доказательство является 
новым. 

2. Кривая имеет большое число точек, является 
одной из лучших в кубическом поле, но она не явля-
ется максимальной кривой и имеет не очень хоро-
шие асимптотические свойства. 

Утверждение 1. Асимптотическая граница для 

отношения максимального числа точек  3
gN q  к 

роду g  для кривой  
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z 0         

в кубическом поле определяется выражением 

 3
gN q / g 2q 4limsup

g
 


.  (2) 

Доказательство. Род кривой по теореме Ри-
мана-Роха равен  

  2 2g q q q q 1 / 2    . 

Число точек определяется выражением (1)  

     22 2N q 2 q q 1 3 q q 1       . 

Отношение числа точек к роду при движении 
q   приводит к требуемому результату.  

Утверждение 2. Асимптотическая граница от-
ношения максимального числа точек  gN q  для 

кривой 
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z 0         в кубиче-

ском поле к максимальному числу точек по границе 
Хассе-Вейля определяется выражением 

   3 3
g g HV

N q / N q 1/ qlimsup
g




.           (3) 

Подставив выражение для рода 

  2 2g q q q q 1 / 2     в выражение Хассе-Вейля 

для числа точек максимальных кривых 

 3 3 3
g HV

N q q 1 2g q   , получим выражение 

для  

   5 4 2 3
g HVN q q q 2q q q q q 1     .  

Отношение числа точек кривой к максималь-
ному числу точек по границе Хассе-Вейля при 
q   даёт соотношение (3).    ◊ 

Следующая теорема определяет новую кривую 
Ферма с большим числом точек в кубическом поле. 

Теорема 2. Кривая  

   2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y

   
    2q q 1 / 3

Z 0
 

   
над полем 3q

F  имеет число точек  

    22 2N q 2 q q 1 / 9 q q 1       . (4) 

Доказательство. Все степени элемента 

 2q q 1 / 3
a

 
  , где a – образующий элемент поля 

3q
F , образуют мультипликативную подгруппу 

 3 q 1 11,        порядка  3 q 1 . 

Так как элементы подгруппы 3i  принадлежат 
подполю rF , решениями уравнения 

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z 0

     
    будут те 

же значения x,y,z, что и для уравнения 
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z 0        , определяемые па-

рами q, F  .  

Других пар      3i 1 3i 2,        которые 

удовлетворяли бы условиям  2q q 1 / 3
Z 0

 
 , 

 2q q 1 / 3
Y

 
  ,  2q q 1 / 3

X
 

  , 0     или 

 2q q 1 / 3
Z 1

 
 ,  2q q 1 / 3

Y
 

  ,  2q q 1 / 3
X

 
  , 

1 0     не существует. Покажем это.  
Рассмотрим следующие возможности. Пусть 

условиям 0     и 1 0     удовлетворяют 
3i 1    и 3j 1   . Подставим ,   в первое усло-

вие, получим 3i 1 3j 1 0      и 3i 3j 0    , что 
соответствует тому, что q, F  . 

Подставим ,   во второе условие, получим 
3i 3j 1     . Последнее равенство не имеет мес-

та, так как 1
qF  . 

Следующая возможность определяется тем, что 
условиям 0     и 1 0     удовлетворяют 

решения 3i 1    и 3j 2   . Подставим ,   в 

первое условие, получим 3i 3j 1 0    , что не мо-

жет быть, так как 3j 1
qF  . 

Подставим ,   в условие 1 0    , полу-

чим 3i 1 3j 2 1 0      . Для мультипликативной 

подгруппы  3 q 1 11,        порядка  3 q 1  спра-

ведливо равенство 41        и имеем 
 3 i 13i 3i 1 3i 2         . Выразим 3i 1  из по-



Системи обробки інформації, 2011, випуск 4 (94)                                                                         ISSN 1681-7710 

 148 

следнего выражения и подставим в 
3i 1 3j 2 1 0      . Имеем  3 i 13j 2 3i       

3i 2 0  . После преобразования получим 

    3 i 13j 2 3i 2 3i 0         . Первая скобка в 

выражении равна    3j 2 3i 2 2 3j 3i           

2 3k   , вторая   3 i 1 3i 3t     . Окончательно 

получим 3k 2 3t 0    . Последнее равенство не 

имеет места, так как 3k 2
qF  . 

Таким образом, решениями уравнения  

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z 0

     
    

являются только пары ,  , которые принадлежат 
подполю qF . Аналогично, как и в случае теоремы 1 

получим число решений  

    22 2N q 2 q q 1 / 9 q q 1       . ◊ 

Асимптотические свойства кривой  

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z 0

     
    

определяются утверждениями 3, 4. 

Утверждение 3. Асимптотическая граница для 

отношения максимального числа точек  3
gN q  к 

роду g  для кривой  

   2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y

   
    2q q 1 / 3

Z 0
 

   

в кубическом поле определяется выражением 

 3
gN q / g 2q 4limsup

g
 


.                    (5) 

Так как род кривой равен  

   2 2g q q 2 q q 5 /18     , 

соотношение (5) получается как предел отношения 

 3
gN q / g .     ◊ 

Утверждение 4. Асимптотическая граница от-

ношения максимального числа точек  3
gN q  для 

кривой  

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z 0

     
    

в кубическом поле к максимальному числу точек по 
границе Хассе-Вейля определяется выражением 

   3 3
g g HV

N q / N q 1/ qlimsup
g




.          (6) 

Доказательство результата определяется про-
стой подстановкой. 

Замечание 2.  
1. Асимптотические свойства кривых  

2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        и 

 2q q 1 / 3
X

 
     2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3

Y Z
   

   
являются одинаковыми. 

2. Кривые  
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        и 

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z

     
   

имеют большое число точек, больше чем кривые 
Эрмита в квадратичном поле такой же мощности.  

Пример 1. Пусть задано поле 37
F  и кривая  

19 19 19X Y Z  . 
Число точек  

     22 2N q 2 q q 1 / 9 q q 1         

2 2 25(7 7 1) / 9 (7 7 1) 1862       . 
Точные вычисления также дают N 1862 .  
Выводы. 
1. В кубическом поле не существуют макси-

мальные кривые Ферма, за исключением тривиаль-
ного случая второй степени. 

2. Для уравнений большой степени наилучший 
асимптотический результат достигается для кривых 
вида  

2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        и 

     2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z

     
  . 

Универсальное хеширование в кубическом по-
ле по кривым  

2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        
является эффективным из-за большого числа точек 
кривой. 

2. Кривые Ферма  
для расширенного поля 

Рассмотрим расширения поля выше третьего и 
свойства кривых Ферма в таких полях. Для уравне-

ний Ферма степени m, когда степени элемента ma  
образуют подполе (a – образующий элемент поля 

nq
F ), существуют точные выражения для числа то-

чек.  
Практический подход к анализу кривых заклю-

чается в том, что сначала необходимо определить 
все разложения поля nq

F  по подполям меньшей 

размерности. В результате анализ сводится к оцен-
кам числа решений для этих подполей, наиболее 
интересными случаями, являются простое поле, 
квадратичное и кубическое. Общий результат фор-
мулируется в теореме 3. 
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Теорема 3. Пусть задана кривая  

           n m n m n mq 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
    

над полем nq
F  и mq 1  является делителем nq 1 . 

Тогда число точек на кривой равно  

  2m n m n mN q 2 (q 1) /(q 1) 3(q 1) /(q 1)       .(7) 

Доказательство. Образующий элемент a поля 

nq
F  имеет порядок nq 1  и все степени 

   n mq 1 / q 1 
  образуют подполе порядка 

   n mq 1 / q 1  .  

Решениями уравнения  

           n m n m n mq 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
    

будут значения x,y,z, которые удовлетворяют усло-
виям  

   n mq 1 / q 1
Z 0

 
 ,    n mq 1 / q 1

Y
 

  , 

   n mq 1 / q 1
X

 
  , 0    , и 

   n mq 1 / q 1
Z 1

 
 ,    n mq 1 / q 1

Y
 

  , 

   n mq 1 / q 1
X

 
  , 1 0    , 

где mq 1
, F


  .  

Так как пары ,   принадлежат подполю mq 1
F


 

порядка    n mq 1 / q 1  , применим тот же анализ, 

как и в случае теоремы 1. Для характеристики поля 
р ≠ 2, число решений будет равно 

      
         

          

n m m

2 2n m n m

2m n m n m

N 3 q 1 / q 1 2 q 1 / 2 1

q 1 / q 1 q 1 / q 1

q 2 q 1 / q 1 3 q 1 / q 1 .

      

      

      

. 

В случае характеристики р=2, получим этот же 
результат.      ◊ 

Замечание 3. Пусть n 3  и m 1 . Тогда имеем 

кривую            3 3 3q 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
    

в поле 3q
F  и получим 

2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z       . 

Число точек           
23 3N q 2 q 1 / q 1 3 q 1 / q 1        

  2 2 2q 2 (q q 1) 3(q q 1)        и это равно вы-
ражению (1). 

Асимптотические свойства кривой 

           n m n m n mq 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
    

определяются утверждениями 5, 6. 
Утверждение 5. Асимптотическая граница для 

отношения максимального числа точек  n
gN q  к 

роду g  для кривой        n m n mq 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y

   
   

   n mq 1 / q 1
Z 0

 
   над конечным полем nq

F , где 

m nq 1 q 1  , определяется выражением 

 n m
gN q / g 2(q 2)limsup

g
 


.                (8) 

Род кривой равен 

     2n m n m mg q q q 2q 1 / 2 q 1 
     

 
, соотно-

шение (8) получается как предел отношения 

 n
gN q / g .     ◊ 

Утверждение 6. Асимптотическая граница от-

ношения максимального числа точек  n
gN q  для 

кривой 

           n m n m n mq 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
    

над конечным полем nq
F , где m nq 1 q 1   к макси-

мальному числу точек по границе Хассе-Вейля оп-
ределяется выражением 

   n n m n / 2
g g HV

N q / N q qlimsup
g




.         (9) 

Действительно, подставляя в выражение для 
границы Хассе-Вейля значение рода, получим, что 
для максимальной кривой  

    2n m 5n / 2 3n / 2 m 3n / 2
g HV

N q q 1 (q 3q q ...)
      . 

Выражение (9) следует из подстановки  n
gN q   

          2m n m n mq 2 q 1 / q 1 3 q 1 / q 1        и 

 n
g HV

N q  в выражение    n n
g g HV

N q / N q  и 

предела отношения при g  .   ◊ 

Выводы 

1. Не существуют максимальные кривые Ферма 
в кубических полях, за исключением тривиального 
случая кривой второй степени, и в квадратичных 
полях степени большей корня квадратного размер-
ности поля [1]. 

2. Наилучшими кривыми большой степени в 
расширенном поле являются кривые степени 

n m(q 1) /(q 1)  , которые имеют плохие асимптоти-
ческие свойства.  
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3. Наилучший результат по кривым Ферма в 
кубическом поле достигается на кривых (см. теоре-
мы 1, 2) 

 
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z       , 

      2 2 2q q 1 / 3 q q 1 / 3 q q 1 / 3
X Y Z

     
  . 

Число точек для кривой  
2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        

над 3q
F  равно  

     22 2N q 2 q q 1 3 q q 1       , 

что больше чем для кривых Эрмита в квадратичном 
поле такой же мощности.  

4. Асимптотические свойства кривых опреде-
ляются утверждениями 1 – 4. Асимптотическая гра-
ница для отношения максимального числа точек 

 3
gN q  к её роду g  для кривых равна  

 3
gN q / g 2q 4limsup

g
 


, 

а отношение к максимальному числу точек по гра-
нице Хассе-Вейля определяется  

   3 3
g g HV

N q / N q 1/ qlimsup
g




. 

По асимптотическим границам кривые Ферма в 
кубическом поле лучше кривых вида  

     q 1 / 3 q 1 / 3 q 1 / 3X Y Z 0      
над простым полем и проигрывают кривой Эрмита 
для квадратичного поля. Универсальное хеширова-
ние в кубическом поле по кривым  

2 2 2q q 1 q q 1 q q 1X Y Z        
является эффективным из-за большого числа точек 
кривой. 

5. Для расширения поля выше третьего наи-
лучшими кривыми Ферма являются кривые степени 

n m(q 1) /(q 1)  . Число точек кривой определяется 
теоремой 3  

   2m n mN q 2 (q 1) /(q 1)      

n m3(q 1) /(q 1)   . 

Наилучший результат по числу точек достига-
ется на кривой  

           n n nq 1 / q 1 q 1 / q 1 q 1 / q 1
X Y Z 0

     
   .  

Асимптотические границы представлены ут-
верждениями 5, 6. Асимптотическая граница для 

отношения максимального числа точек  n
gN q  к 

роду g  для кривых равна  

 n m
gN q / g 2(q 2)limsup

g
 


, 

а отношение к максимальному числу точек по гра-
нице Хассе-Вейля определяется  

   n n
g g HV

N q / N qlimsup
g




 m n / 2q  . 

Универсальное хеширование в расширенном поле 
по кривым степени n m(q 1) /(q 1)   является эф-
фективным из-за большого числа точек кривой. 
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