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Описана разработка метода автоматического сравнения математических моделей физического объ-

екта на примере инерционной машинки. Выбор периода дискретизации сравнения выходных данных мате-
матических моделей осуществлен путем анализа их спектральных характеристик. Описан процесс получе-
ния спектральных характеристик путем применения методов дискретного преобразования Фурье. Тести-
рование разработанного метода показало его высокую эффективность при обеспечении работы компью-
терной обучающей программы и возможность применения метода для широкого круга технических задач. 
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b"еде…,е 

Эффективная передача знаний и умений интел-
лектуальной компьютерной обучающей программы 
(ИКОП) может быть обеспечена за счет ее адапта-
ции к уровню компетенции каждого из обучаемых с 
помощью двух циклов: внешнего и внутреннего[1]. 
Внешний цикл ответственен за принятие решения, 
какое следующее задание предоставить для выпол-
нения обучаемому, исходя из анализа успешности 
овладения им предоставленными компонентами 
компетенции (КК). На уровне внутреннего цикла 
ИКОП принимает решения по обеспечению эффек-
тивного усвоения содержащихся в отдельном зада-
нии КК. В случае обнаружения недостаточного вла-
дения обучаемым некоторыми КК происходит фор-
мирование последовательности подзаданий с целью 
повышения компетенции обучаемого. Принятие 
решений о предоставлении очередного подзадания 
на уровне внутреннего цикла осуществляется с по-
мощью байесовской сети, автоматически форми-
руемой по эталонному алгоритму решения задания 
[2]. Работа внутреннего цикла начинается после оп-
ределения системой некорректности работы алго-
ритма, построенного обучаемым.  

Постановка задачи исследования. В настоя-
щем исследовании решается вопрос разработки мето-
да проверки правильности математической модели 
движения физического объекта, подчиняющегося 
законам Ньютона на примере инерционной машинки. 

1. Построение математической модели 
физического объекта 

Для конструктивизма дальнейшего изложения 
рассмотрим пример построения математической 
модели движения инерционной машинки [3]. Мате-
матическая модель описывает перемещение инерци-
онной машинки по наклонной плоскости при нуле-

вом начальном ускорении и ее остановку на гори-
зонтальном участке. 

Инерционная машинка, обладая некоторой по-
тенциальной энергией, определяющейся высотой 
начальной точки, под воздействием силы тяжести 
начинает движение вниз по наклонной плоскости. 
На участке разгона исходный запас потенциальной 
энергии расходится на увеличение кинетической 
энергии машинки и на преодоление сил трения. Ос-
новная часть кинетической энергии накапливается в 
маховике, который на участке торможения выступа-
ет в роли двигателя. Дальнейшее поступательное 
движение объекта обеспечивается создаваемым ма-
ховиком крутящим моментом, приложенным к оси 
ведущей колесной пары. При движении на участке 
торможения накопленная кинетическая энергия рас-
ходуется на преодоление сил сопротивления. По-
степенно запас энергии полностью расходуется и 
машинка останавливается. 

При движении объект испытывает на себе дей-
ствие нескольких сил, таких как сила сопротивления 
среды, сила внутреннего трения, сила трения колес о 
поверхность, нормальная сила реакции опоры, сила 
тяжести и прочие силы. Однако количественно опи-
сать действие некоторых перечисленных сил не 
представляется возможным. Поэтому упростим мо-
дель объекта, приняв ряд допущений: 

1) масса машины распределена равномерно по 
ее объему; 

2)  трение во внутренних узлах машины счита-
ем пренебрежимо малым; 

3)  сила сопротивления среды (воздуха) беско-
нечно мала; 

4)  проскальзывание между колесами и по-
верхностью отсутствует. 

С учетом особенностей движения объекта и 
принятых допущений запишем обобщенное выра-
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жение математической модели перемещения инер-
ционной машинки: 
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где X(t) – функция перемещения объекта; ma – масса 
машины; g – ускорение свободного падения; α – 
угол наклона разгонного участка; трμ  – коэффици-

ент трения между колесами и поверхностью; pi  – 

передаточное число редуктора; Rk – радиус колеса 
машины; Jм  – момент инерции маховика; Vр – ско-
рость объекта в конце участка разгона; tр – время 
разгона; tт – время остановки объекта на участке 
торможения; t – текущее время движения объекта; 
Lр – длина разгонного участка; К1 – ускорение объ-
екта на участке разгона; К2 – ускорение объекта на 
участке торможения. 

2. Определение правильности  
математической модели 

Современные компьютерные средства обуче-
ния обеспечивают различные формы ввода ответа 
пользователя, начиная от выбора правильного вари-
анта ответа из нескольких предлагаемых и заканчи-
вая сложными интерактивными редакторами по-
строения решений. Сложность представления ответа 
пользователя определяет уровень сложности про-
верки его правильности. Например, система обуче-
ния основам физики Andes [4] предлагает большое 
количество заданий, отличающихся формой ответа 
пользователя (ввод числовых значений, графические 
построения). Наибольшую свободу действий поль-
зователя обеспечивает ввод ответа в виде алгебраи-
ческих формул. В системе Andes разработан алго-
ритм Indy Check, позволяющий оценить правиль-
ность построенной формулы и определить промежу-
точные уравнения, которые были использованы для 
ее вывода. Тем не менее, Andes проверяет работу 
решения пользователя лишь на определенном набо-
ре исходных данных. Для предотвращения неодно-
значностей, которые могут возникнуть при проверке 
работы того же решения на другом наборе данных, 

обучающая система вынуждена ограничивать поль-
зователя в возможностях по построению своего соб-
ственного решения задачи, отличающегося от из-
вестных системе. Так, например, рассмотренная ма-
тематическая модель (1) является одной из возмож-
ных форм описания движения инерционной маши-
ны. ИКОП должна предоставить максимально воз-
можную свободу обучаемому в построении собст-
венной формы математического описания движения 
объекта моделирования, которая, в конечном итоге, 
может оказаться адекватнее эталонной модели. Од-
ной из таких форм представления ответа является 
ввод алгоритма решения задачи в виде программно-
го кода, написанного на одном из языков высокого 
уровня (или на псевдоязыке). Для рассмотренной 
задачи программный код эталонного алгоритма рас-
чета математической модели имеет следующий вид: 
double znam= 
1+Jm*Math.pow(ip,2)/(Math.pow(Rk,2)*m); 
double k1=g*(Math.sin(a)-mtr*Math.cos(a)) /znam; 
double k2=-g*mtr/znam; 
tr=Math.pow(2*Lr / k1, 0.5); vr=k1*tr; 
if (t<=tr) x = k1*Math.pow(t,2)/2;  
else x = Lr+k2*Math.pow(t-tr,2)/2+vr*(t-tr); 

Задание по построению алгоритма математиче-
ской модели содержит описание его входных и вы-
ходных данных с указанием их названия и типов, а 
также поле ввода, в котором обучаемый и произво-
дит написание программного кода решения. После 
завершения выполнения задания ИКОП производит 
поиск наиболее похожего с алгоритмом обучаемого 
эталонного решения, после чего оба алгоритма по-
ступают в блок проверки. Схема метода определе-
ния правильности работы алгоритма обучаемого 
представлена на рис. 1. 

 
Рис. 1. Схема метода определения правильности 
работы алгоритма, построенного обучаемым 

 
На вход эталонного алгоритма и алгоритма, по-

строенного обучаемым, поступает сгенерированный 
набор входных данных. Для алгоритма построения 
математической модели инерционной машинки 
входными данными будут: момент инерции махови-
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ка Jm, угол наклона плоскости a, коэффициент тре-
ния колес о поверхность mtr, передаточное число 
редуктора ip, радиус ведущих колес Rk, длина уча-
стка разгона Lp, масса машинки m, момент времени 
движения машинки t. Алгоритмы производят зало-
женные в них действия по обработке входных дан-
ных и возвращают набор значений выходных дан-
ных. Выходными данными для задачи построения 
математической модели машинки являются значе-
ния перемещения объекта x в момент времени t. 

Полученные значения выходных данных по-
ступают в блок сравнения, в котором принимается 
решение о правильности работы алгоритма обучае-
мого. 

Алгоритм, построенный обучаемым, должен 
работать при любых наборах входных данных из их 
допустимого диапазона значений. Поэтому для 
окончательного вывода о правильности работы ал-
горитма необходимо осуществить последователь-
ность действий, изображенных на рис. 1, на не-
скольких наборах сгенерированных значений вход-
ных данных. Если хотя бы на одном из таких набо-
ров отклонение выходных данных алгоритма от эта-
лонных превышает допустимую норму, то принима-
ется решение о неправильности работы алгоритма, 
построенного обучаемым. 

Рассмотрим более подробно метод сравнения 
результатов работы эталонного алгоритма и алго-
ритма, построенного обучаемым. На рис. 2 изобра-
жены результаты работы алгоритмов, полученные 
для различных значений времени перемещения ма-
шинки (от 0 до 8.5 с). 

 

 
Рис. 2. Пример последовательностей  

выходных данных результатов работы алгоритмов 
 

В первую очередь, для сравнения результатов 
работы математических моделей необходимо ре-
шить вопрос выбора периода дискретизации сравне-
ния данных. Согласно теореме Котельникова-
Шеннона [5], аналоговый сигнал, имеющий ограни-
ченный спектр, может быть восстановлен однознач-
но и без потерь по своим дискретным отсчетам, взя-
тым с частотой строго большей удвоенной макси-

мальной частоты спектра fmax. Для получения спек-
тральной характеристики функции целесообразно 
использовать преобразование Фурье. Использование 
непрерывного преобразования Фурье подразумевает 
знание выражения исследуемой функции в аналити-
ческом виде. Но в нашем случае получение анали-
тического выражения функции из программного 
кода алгоритма решения задачи оказывается весьма 
трудоемкой задачей. По этой причине воспользуем-
ся дискретным преобразованием Фурье (ДПФ) [6], 
требующим в качестве входа массив дискретных 
значений, описывающих поведение некоторой 
функции в определенные моменты времени, как 
изображено на рис. 2. Для осуществления ДПФ на-
ивным путем требуется порядка N2 операций для 
числа отсчетов N. Вместе с тем существует метод 
Cooley-Tukey[7] быстрого преобразования Фурье 
(БПФ), позволяющий вычислить ДПФ за время по-
рядка Nlog2N.  

Рассмотрим работу метода Cooley-Tukey для 
некоторого набора выходных данных работы алго-
ритма математической модели при различных коли-
чествах компонент разложения. Полученные спек-
тральные характеристики функции перемещения 
объекта представлены на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Спектральные характеристики математической  

модели при различном количестве компонент  
разложения N 

 
Как видно из графиков, точность спектральной 

характеристики зависит от количества гармоник. 
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При его увеличении вид спектра меняется и, начи-
ная с некоторого количества гармоник N, изменение 
площади, образованной графиком спектральной ха-
рактеристики с горизонтальной осью частот, не пре-
вышает некоторую малую величину ε. Следователь-
но, последующие гармоники не будут оказывать 
значимого влияние на требуемую точность восста-
новление сигнала и мы можем их игнорировать. Та-
ким образом, идея определения максимальной час-
тоты спектра заключается в следующем: 

1) Производим расчет массива выходных дан-
ных анализируемой функции. Для предметной об-
ласти моделирования движения инерционной ма-
шинки выходным массивом данных является ре-
зультат расчета перемещения объекта в соответст-
вии с построенной математической моделью. 

2) Производим построение спектра функции 
для заданного количества гармоник n. Изначально 
n=1. 

3) Определяем площадь участка, который об-
разует график спектральной характеристики с гори-
зонтальной осью частот с помощью метода трапе-
ций. 

4) Определяем среднее отклонение площадей 
последних m (m<n) спектральных характеристик от 
площади n-й характеристики по формуле: 

n 1

n k
k n m

lastm

S S
S .

m

−

= −
−

Δ =
∑

                    (2) 

5) Проверяем условие нахождения максималь-
ного количества гармоник, необходимых для кор-
ректного восстановления сигнала: 

lastm nS 0.05 S .Δ ≤ ⋅                           (3) 
Выполнение условия (3) означает, что среднее 

отклонение площадей последних m спектральных 
характеристик составляет менее 5% от площади по-
следней определенной характеристики. 

6) При невыполнении условия (3) увеличиваем 
значение n на 1 и повторяем пункты 1 – 5. При вы-
полнении условия заканчиваем работу алгоритма, 
найденное максимальное количество необходимых 
для корректного восстановления сигнала гармоник 
равно N = n – m. 

По определенному значению N вычисляем 
максимальное значение частоты дискретизации: 

max
s

Nf ,
T

=                                (4) 

где Ts – период измерения входных данных сигнала. 
На рис. 4 представлены результаты экспери-

мента по определению минимально необходимого 
количества компонент разложения функции пере-
мещения инерционной машинки. На графике изо-
бражена зависимость значения площади S, образо-
ванной спектральной характеристикой с осью час-
тот, от количества компонент разложения N.  

 
Рис. 4. Зависимость площади спектральной 

функции от количества компонент разложения 
 
Как видно из характеристики, функция S(N) 

входит в «коридор» ±5% от установившегося значе-
ния площади при N=130. Определим значение час-
тоты 130-й гармоники с учетом периода измерения 
входных данных (время перемещения машинки), 
равного 8.5 с: 

1
max

s

N 130f 15, 294 c
T 8.5

−= = =  .                (5) 

Исходя из данной теоремы Котельникова-
Шеннона, для периода дискретизации сигнала 
должно соблюдаться следующее неравенство: 

0
max

1T ,
2f

≤                               (6) 

где T0 – период дискретизации сигнала. 
Воспользовавшись формулой (6), определяем, 

что период квантования функции перемещения 
инерционной машинки, полученной по эталонному 
алгоритму математической модели объекта, не дол-
жен превышать 0.0327 с. 

Для выходной функции алгоритма обучаемого 
необходимо также определить максимальный пери-
од дискретизации, проделав действия, описанные 
выше для эталонного решения. Из двух определен-
ных периодов дискретизации выбирается мини-
мальный. Сравнение выходных функций работы 
эталонного алгоритма и алгоритма обучаемого про-
исходит путем определения их среднего абсолютно-
го отклонения по формуле: 

N 1

э min 0 о min 0
i 0

1MAD X [t i T ] X [t i T ] ,
N

−

=
= + ⋅ − + ⋅∑   (7) 

где MAD – среднее абсолютное отклонение, 

max min 0N (t t ) T 1= − +⎢ ⎥⎣ ⎦  – количество точек срав-
нения данных (tmin – начало временного интервала 
измерений, tmax – конец временного интервала изме-
рений), Xэ(t) – значение выходной функции эталон-
ного алгоритма, Xо(t) – значение выходной функции 
алгоритма, построенного обучаемым. 

Для примера результатов работы математиче-
ских моделей, изображенных на рис. 2, среднее аб-
солютное отклонение MAD = 0.73м, что значитель-
но больше допустимой нормы расхождения резуль-
татов работы моделей. Поэтому ИКОП принимает 



Обробка інформації в складних технічних системах 

 125

решение о неправильности работы алгоритма, по-
строенного обучаемым, и необходимости начала 
работы внутреннего цикла [3]. 

3. Тестирование работы метода 
 определения правильности  
математической модели 

Промоделируем ситуацию, когда выходная 
функция алгоритма, построенного обучаемым, име-
ет колебательный характер. Предположим, что пе-
риод дискретизации равен 1.06 с. На интервале из-
мерений min maxt [t ..t ]∈  получаем 9 временных от-
сечек сравнения эталонной и пользовательской 
функций Т0, Т1,..,Т8. Определим среднее абсолют-
ное отклонение функций. 

8

э о
i 0

1MAD X (i 1.06) X (i 1.06) 0.187м
9 =

= ⋅ − ⋅ =∑ . 

С учетом пройденного машиной расстояния, 
полученное значение MAD=0.187м является весьма 
приемлемым показателем и свидетельствует о пра-
вильности математических расчетов модели, по-
строенной обучаемым.  

Тем не менее, даже визуально видно, что вы-
бранный период дискретизации является некоррект-
ным и недостаточным, так как при сравнении функ-
ций не учитывается их отклонение в окрестностях 
главных экстремумов функции обучаемого, распо-
ложенных в точках со значением времени 3.8 с, 5 с и 
5.7 с. Отклонение в данных точках максимальное. 

 
Рис. 5. Сравнение функций выходных данных  эталонного алгоритма  

и алгоритма,  построенного обучаемым 
 

Определим период дискретизации функции 
обучаемого, используя анализ ее спектральной ха-
рактеристики (рис. 6). 
 

 
Рис. 6. Спектральная характеристики выходной 
функции алгоритма, построенного обучаемым 

 
Из рис. 7 видно, что график площадей спек-

тральных характеристик вошел в установившийся 
режим при N=140.  

Используя формулы (5) и (6) определяем, что 
T0≤0.0303 с. Для эталонной характеристики 
T0≤0.0327 с, поэтому ограничимся периодом дис-

кретизации, равным 0.0303 с.  

 
Рис. 7. График площадей  

спектральных характеристик 
 

Определим среднее абсолютное отклонение 
функций. 

280

э о
i 0

MAD

1 X (i 0.0303) X (i 0.0303) 0.48м.
281 =

=

= ⋅ − ⋅ =∑
.
 

Выбор периода дискретизации с помощью раз-
работанного метода анализа спектральной характе-
ристики привел к тому, что определенное значение 
MAD=0.48м, что почти в три раза превышает пока-
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затель MAD, определенный при T0=1.06c.  
Полученное значение отклонения отражает 

действительную разницу в значениях характери-
стик, учитывая существенные отклонения функций 
в точках экстремумов, и позволяет принять кор-
ректное решение о неправильной работе математи-
ческой модели обучаемого и необходимости начала 
работы внутреннего цикла.  

Время работы метода составило около 0.031с, и 
поэтому определение правильности алгоритма обу-
чаемого не вызовет заметной задержки в выполне-
нии ИКОП. 

Заключение 
В результате проведенного исследования был 

разработан метод определения адекватности работы 
алгоритма обучаемого по построению математиче-
ской модели физического процесса по сравнению c 
эталонным решением.  

Метод основан на определении среднего абсо-
лютного отклонения выходных характеристик поль-
зовательского и эталонного алгоритмов с некоторым 
корректным периодом дискретизации. Вычисление 
периода дискретизации основано на использовании 
анализа спектральных характеристик выходных 
данных алгоритмов, получаемых после применения 
к ним алгоритма Cooley-Tukey БПФ. Работа метода 
была продемонстрирована на примере решения за-
дачи построения математической модели процесса 
движения инерционной машинки по наклонной 
плоскости с ее остановкой на горизонтальном уча-
стке. Разработанный метод показал высокую эффек-
тивность в определении правильности работы алго-
ритмов, построенных обучаемыми, и может быть 
использован для широкого круга технических задач, 
 

предполагающих построение математических моде-
лей системы и получение ее временных характери-
стик. 
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МЕТОД АВТОМАТИЧНОГО ПОРІВНЯННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ ФІЗИЧНОГО ОБ'ЄКТУ  

В КОМП'ЮТЕРНІЙ НАВЧАЮЧІЙ ПРОГРАМІ 
А.Г. Чухрай, С.І. Педан 

Описано розробку методу автоматичного порівняння математичних моделей фізичного об'єкту на 
прикладі інерційної машинки. Вибір періоду дискретизації порівняння вихідних даних математичних моделей 
здійснений шляхом аналізу їхніх спектральних характеристик. Описано процес одержання спектральних 
характеристик шляхом застосування методів дискретного перетворення Фур'є. Тестування розроблено-
го методу показало його високу ефективність при забезпеченні роботи комп'ютерної навчаючої програми 
й можливість застосування методу для широкого кола технічних задач. 

Ключові слова: комп'ютерна навчаюча програма, внутрішній цикл, компонент компетенції, матема-
тична модель, дискретне перетворення Фур'є, спектральна характеристика. 

 
METHOD OF PHYSICAL OBJECT MATHEMATICAL MODELS COMPARISON  

IN COMPUTER TUTORING PROGRAM 
A.G. Chukhray, S.I. Pedan 

Development of physical object mathematical models comparison on example of inertial machine is described. 
The choice of sampling period of mathematical models output data comparison is implemented due to analysis of 
their spectral characteristics. Process of spectral characteristics reception by discrete Fourier transformation methods 
use is described. Testing of the developed method has shown its high efficiency at computer tutoring program execu-
tion support and possibility of method application a wide range of technical problems. 

Keywords: computer tutoring program, inner loop, competence component, mathematical model, discrete Fou-
rier transformation, spectral characteristic. 
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