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Введение  
и анализ литературы 

В задачах теории надёжности объектов самой 
различной природы рассматривают такую задачу. 
Для случайной величины X  произвольной физиче-
ской природы задана функция распределения 
F(X; )  и плотность распределения  f (X; ) , где 
  – вектор параметров. В рамках данной работы 
будем рассматривать одно и двухпараметрические 
распределения. В классической теории надёжности 
[1] необходимо оценить вероятность безотказной 
работы 

x
P(x) f (x; )dx


  ,                        (1) 

или вероятность отказа  
x

0

Q(x) f (x; )dx  .                       (2). 

Из (1) и  (2) следует, что  

Q(x) 1 F(x).   

В том случае, когда вычисленные значения ве-
личин P(x)  и Q(x)  не соответствуют требуемым, 
рекомендуется поступать следующим образом: из-
менить схемное решение, используя различные схе-
мы резервирования [2] или изменить конструктив-
ные свойства материала изделия так, чтобы выпол-
нялись условия (1) или (2). Первый подход чаще 
всего применяют в том случае, когда можно пренеб-
речь физическими свойствами изделий. При этом 
ухудшаются их массогабаритные характеристики. 
Чаще всего такой подход выбирают при проектиро-

вании объектов радиоэлектроники. Второй подход 
применяют при оценке надёжности тех изделий, для 
которых невозможно пренебречь особенностями 
процессов, происходящих в них под влиянием 
внешней среды, например в механических конст-
рукциях. В работах [3, 4] сделана попытка оценить 
экономическую эффективность каждого из указан-
ных способов повышения надёжности или послед-
ствия их совместного применения. В работе [5] из-
ложен метод численного определения оценки чувст-
вительности показателей надёжности к изменению 
конструктивных свойств  материала в случае их 
нормального распределения. 

Постановка задачи. Пусть объектом управле-
ния будет известная функция распределения 
F(X; ) . Примем, что по условию задачи известна в 
явном виде зависимость  

(M)   , 

где M  – вектор числовых характеристик данного 
распределения. Без ограничения общности предпо-
ложим, что М=2. 

Предположим, что зависимость числовых ха-
рактеристик распределения: математического ожи-
дания m и дисперсии σ2 от его параметров 1 , 2  
известна и имеет вид: 

1 2
2

1 2

m ( , );

( , ).

   

    
                              (3) 

Решая систему (3) в явном или численном виде 
относительно 1 2,  , получим выражения вида: 

2
1

2
2

ˆ u(m, );
ˆ v(m, ).

  

  
                             (4) 
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В условиях (4) «шапочка» над символом озна-
чает, что берётся оценка соответствующей величины. 
Тогда функция распределения F(X; )  примет вид: 

1, 2
2 2

F(X; ) F(x, , )

F(x;u(m, ), (m, )).

    

   
                 (5) 

Плотность распределения, с учётом выражения 
(4), примет вид: 

1, 2
2 2

f (X; ) f (x, , )

f (x;u(m, ), (m, )).

    

   
                 (6) 

Рассмотрим следующую задачу. Пусть началь-
ное значение вероятности безотказной работы равно 
величине   

1P (x) 1  1 1F (x;u(m , 2 2
1 1 1), (m , )).            (7) 

Для того, чтобы увеличить вероятность безот-
казной работы до величины  

2P (x) 1  2 2F (x;u(m , 2 2
2 2 2), (m , ))           (8) 

есть следующие, имеющие физический смысл, воз-
можности:  

– увеличить математическое ожидание лими-
тирующего свойства, то есть сделать так, чтобы вы-
полнялось условие m2.> m1; 

– уменьшить среднеквадратическое отклонение 
(дисперсию) лимитирующего свойства, то есть сде-

лать так, чтобы 2
1 > 2

2 ; 
– совместное применение каждого из этих под-

ходов. 
Примем, что: 
– нам известны плотность распределения слу-

чайной величины X и (или) её функция распределе-
ния, и численные значения параметров этих функ-
ций; 

– нам известен способ определения квантилей 
указанных распределений;  

– нам известна технология, обеспечивающая 
изменение величины математического ожидания и 
среднеквадратического отклонения определяющего 
свойства. 

Для дальнейшего рассмотрения задачи примем, 
что статистические свойства внешней, по отноше-
нию к изделию среды, в рамках решения данной 
задачи неизменны. 

Требуется определить величину управляющего 
воздействия (вектора приращения ΔM) для обеспе-
чения требуемого уровня надёжности. 

Изложение результатов 

Для решения поставленной задачи воспользу-
емся известными в теории автоматического управ-
ления [6] функциями чувствительности и функция-
ми эластичности, применяющимися при исследова-
нии систем различной природы. Относительной 

чувствительностью или эластичностью xE (y)  
функции y(x)  по переменной x называют выраже-
ние вида: 

xE (y) = ddy x x ln y.
dx y dx

                     (9) 

Для упрощения записи дальнейших преобразо-
ваний примем, что xE (y) = E(x) . Такая запись до-
пустима потому, что в нашем случае функцию эла-
стичности xE (y)  можно представить в виде явной 
функции аргумента x. 

Отсюда следует, что дифференциальное урав-
нение, необходимое для управления функцией y(x) , 
примет вид: 

dy
dx  xE (y) y

x
                          (10)  

при начальных условиях: у=у0 при x=x0.  
Разделяя в условии (10) переменные, получим 

выражение вида: 
dy E(x)dx
y x
                            (11) 

или 

xE (y)y Cexp dxx
   
  .                   (12) 

Приняв начальные условия 0y y  при 0x x  
получим, что:  

0

0x 0

0

yC .
E (y )

exp dxx
 
 
 
 




                  (13) 

Окончательно получим, что: 

0

0

( )x

x 0

0

E yyy exp dxxE (y )
exp dxx

 
 
 
 

   
 


.    (14) 

Для удобства дальнейшего изложения предста-
вим функцию (5) в виде:  

(X; )    2F(x;m, )                    (15) 

или 

1(X; )   F(x;m, ) .                   (16) 

Рассмотрим задачу управления функцией рас-
пределения случайной величины X как задачу 
управления неким технологическим процессом. 
Функции (15) или (16), описывающие распределе-
ние лимитирующего свойства материала изделия – 
функции трёх переменных: x, m, .  Таким образом,  
для выбора рационального технологического реше-
ния необходимо определить функции эластичности 
по каждой из переменных функций (15) или (16) и 
их взаимные эластичности.  
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В первом случае следует выбрать для управле-
ния процессом изменения свойств функции распре-
деления те переменные, которые имеют наиболь-
шую эластичность. В некоторых случаях, исходя из 
особенностей задачи, может возникнуть потреб-
ность в оценке взаимного влияния переменных ме-
жду собой, в этом случае следует использовать вза-
имную эластичность для оценки возможного ком-
пенсаторного влияния переменных на конечный 
результат.  

Определим эластичность xE (F)  функции рас-
пределения F(x)  случайной величины X, имеющей  
плотность распределения f (x).  

В соответствии с (9) получим, что: 

xE (F) = dF x
dx F

  xf (x)
F

.                  (17) 

Для дальнейшего изложения нам потребуются 
следующие свойства функции эластичности, доказа-
тельство которых приведены в работе[7]. Пусть 
u u(x), v v(x),   тогда: 

1. Если Y uv , то  

x x xE (y) E (u) E (v)  ; 

2. Если uy ,
v

  то  

x x xE (y) E (u) E (v)  ; 

3. Если y x C,   то  

x
xE (y)

x C



. 

4. Если y u v,   то  

x x
x

uE (u) vE (v)
E (y) u v





. 

Определим эластичность функции интенсивно-
сти отказов  

f (x)(x)
1 F(x)

 


.                          (18) 

Из свойств функции эластичности следует, что: 

x x xE ( ) E (f (x)) E (1 F(x))    .            (19) 

Из свойств 1…4 следует, что 

x
xf (x)E (1 F(x)) x (x)

1 F(x)
     


,          (20) 

следовательно: 

x
dE ( (x) x ln f (x) (x) .

dx
      

             (21)  

В тех случаях, когда выполнение в аналитиче-
ском виде описанных операций невозможно, следу-
ет использовать численные методы. Для решения 
поставленных в данной работе задач наиболее от-
ветственной будет операция численного определе-

ния эластичности, поэтому рассмотрим её подроб-
нее. 

Для грубой оценки величины эластичности, со-
гласно работе [8], будем использовать выражение 
вида: 

1 0 1 0
0 0

y(x ) y(x ) x xE (y)x y(x ) x
        

   
        (22) 

или  

1 1
x

0 0

y xE (y) ln lny x
       
   

.                 (23) 

Для определения функции эластичности с по-
вышенной точностью можно использовать любые 
формулы численного дифференцирования. Пример 
численного определения функции эластичности 
нормального распределения по переменной x при-
веден в работе [9]. 

Рассмотрим применение аналитического опре-
деления эластичности по параметрам функции рас-
пределения непрерывной случайной величины в 
некоторых важных для практики случаях. 

Оценим эластичность по параметрам в том  
случае, когда случайная величина X подчинена рас-
пределению минимального значения. Такое распре-
деление встречается при определении надёжности 
объектов, в которых отказ наступает в следствии 
хрупкого разрушения [10].Функция этого распреде-
ления имеет вид: 

xF(x) 1 exp .     
                     (24) 

В условии (24) параметрами распределения 
служат величины μ – параметр положения и λ – па-
раметр масштаба. С математическим ожиданием m 
и среднеквадратическим отклонением σ эти величи-
ны связаны условиями:  

m ,                                 (25) 

где   постоянная Эйлера, равная величине 0,5772 
и 

1, 2825
6
     .                      (26) 

Откуда получим, что:  

Λ = 0,7797σ,                           (27) 
μ = m + 0,4501σ. 

В соответствии  с (4, 5, 9, 17) получим, что ус-
ловие (24) примет вид: 

1F (x;m, )

x x1 exp 0,5614exp 1, 2855 1, 2825 .

 

         

   (28) 

Эластичность функции плотности вероятности 
функции (24) по математическому ожиданию при-
мет вид: 
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m 1E (F (x))   

  x m1,2855 1,2825
1

0,5614e

mA ,

1 e


 

 



            (29) 

при условии, что: 

x m
1,2855 1,2825

1

x m0,5614e 1,2855 1,2825

A

0,7199e .


   

 






  (30) 

Эластичность функции плотности вероятности 
функции (24) по среднеквадратическому отклоне-
нию примет вид: 

1E (F (x)   

0,0008421expB (855m 857x) ,
(exp(0,5614expB) 1)

 
 

          (31) 

где  

x mB 1,2855 1, 2825 . 
 

                       (32) 

Проанализируем физический смысл получен-
ных в (29) и (31) результатов. Так как m 1E (F (x)) 0  
и принимая во внимание условие (7), получим, что 
увеличение среднего значения изучаемого свойства 
материала способствует повышению надёжности 
изделия. Из условия (31) следует, что уменьшение 
среднеквадратического отклонения этого же свойст-
ва приводит к такому же результату. 

В некоторых задачах, связанных с оценкой 
риска, находит применение распределение гипербо-
лического косинуса [10]. Функция этого распреде-
ления имеет вид: 

2F (x)  (x )2 arctge 


,  <x< .            (33) 

Параметры распределения α и μ с основными 
числовыми характеристиками связаны условиями: 

m= μ,   α=1,5708 σ-1. 
Тогда эластичность функции распределения 

(33) по среднему значению m примет вид: 

m 2 2 3E (F (x)) A A ,                       (34) 

при условии, что: 
x m

2
2 x m

57,2941eA ,

e e

    




 

 
 
  
 
 

                   (35) 

 
3 1.5708 x m

mA .

0,6366arctg e





 
 
 
 

             (36) 

Эластичность функции плотности вероятности 
функции (33) по среднеквадратическому отклоне-
нию примет вид: 

 
x m

2

2 x mx m
22

e m x
2E F (x) .

e e arctg e

    

        

 


  
           

  (37) 

Заметим, что физический смысл выражений 
(34), вследствие выражения (35) такой же, как (29) и 
(31). 

Рассмотрим одно из важнейших распределений – 
нормальное, определённое функцией распределения 
(38) и плотностью распределения (39): 

x 2

2
1 (x m)(x,m. ) exp( dx
2 2


   

   ,    (38) 

2

2
1 (x m)(x,m. ) exp(
2 2


   

  
.          (39) 

В работе [10] приведено приближение 
(x, m. )   для вычисления функции нормального 

распределения, имеющее вид:  

(x,m. )   1- (x,m. )V(x, m, ),           (40) 

где  

V(x,m, ) 
3

i
i

i 1

a
.

x m1 p    

           (41) 

Примем, что: 
W(x, m, ) (x, m, )V(x, m, )     .         (42) 

Тогда из свойств (1) – (4) функции эластично-
сти следует следующая цепочка преобразований:  

m m

m

E ( ) E (1 W(m))
W(m)E (W(m))

.
1 (W(m))

   

 


              (43) 

Следовательно: 
mE (W(m))  mE , 

m m

(( (m)V(m))
E ( (m)) E (V(m)).

 
  

                (44) 

Откуда следует, что: 

m
dE ( (m))

dm
  , 

2

2

1
2

1 (x m) mexp( )
(m)2 2

m(x m) v t.


  

  


 


           (45) 
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Приняв, что: 

v =σ/m,        x mt 



                  (46) 

получим возможность выразить эластичность функ-
ции плотности нормального распределения по ма-
тематическому ожиданию в виде произведения ве-
личины, обратной коэффициенту вариации на вели-
чину нормированной переменной. 

Пусть  

i
i i

a
Z

x m1 p


        

;    i=1, 2, 3.     (47) 

Тогда: 

1 z1 2 z2 3 z3
m

1 2 3

Z E (m) Z E (m) Z E (m)SE (V(m))
R Z Z Z

 
 

 
,(48) 

 

3

3 3 2 3 3

2

2

c
px 3 mpx 3m px m p

b a
px m ppx mp




    

 
 

    

            (49) 

числитель 
3

i 1

i(pxS ( 1) i
mp px

  
       

 .                 (50) 

Заметим, что и в этом случае величина  

mE (V(m)) 0.  

Выводы 

1. Введено понятие управления функцией рас-
пределения случайной величины. 

2. Показано, что управляющее воздействие на 
параметры функции распределения должно быть 
пропорционально эластичности функции распреде-
ления случайной величины по управляющим пара-
метрам – математическому ожиданию и среднеквад-
ратическому отклонению.   

3. Получены выражения эластичности для за-
конов распределения минимального значения, ги-
перболического косинуса, нормального распределе-
ния. 
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УПРАВЛІННЯ ФУНКЦІЄЮ РОЗПОДІЛУ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ 

В.Ю. Дубницький, О.І. Ходирєв 
Запропоновано  поняття управління функцією розподілу випадкової величини. Показано, що  керуюча дія, яка впли-

ває  на параметри функції розподілу, повинна бути пропорційна еластичності функції розподілу випадкової величини по 
параметрах-математичному  сподіванню і середньоквадратичному відхиленню. Отримані  вирази еластичності для  
законів розподілу мінімального значення, гіперболічного косинуса, нормального розподілу. 

Ключові слова: функція еластичності, розподіл мінімального значення, розподіл  гіперболічного косинуса, норма-
льний розподіл. 
 

MANAGEMENT FUNCTION OF DISTRIBUTING OF CASUAL SIZE 

V.Yu. Dubnitsky, A.I. Khodirev 
A concept was introduced of a random value distribution function control. The control action of distribution function pa-

rameters was shown to be proportional to elasticity of a random value distribution function along control parameters, i.e., expec-
tation and standard deviation. Elasticity expressions were obtained for distribution laws of minimum value, hyperbolic cosine, 
normal distribution. 

Keywords: elasticity function, minimum value distribution, hyperbolic cosine distribution, normal distribution. 
 


