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Введение 

В настоящее время в связи с ростом числа за-
болеваний туберкулезом развитие автоматизирован-
ных диагностических систем является актуальной 
задачей [1 – 3]. Одним из методов раннего обнару-
жения туберкулеза является фрактальный анализ 
рентгеновских снимков.  

Это обусловлено тем, что рентгенограмма лег-
ких человека содержит фрагменты изображения, 
имеющие древовидную структуру [4, 5].  

Таким образом, для эффективного диагности-
рования туберкулеза необходимо разработать мето-
дику, которая позволяет по измеренному значению 
фрактальной размерности классифицировать рент-
генограммы на снимки, содержащие патогенные 
области, и на снимки, не имеющие признаков забо-
левания. 

Анализ литературы. Применению методов 
фрактальной геометрии к классификации медицин-
ских изображений посвящены работы многих авто-
ров [4 – 6].  

Однако, как правило, в этих работах применя-
ется детерминированный подход, в то время как, по 
нашему мнению, достоверность диагноза повышает-
ся, если результат анализа медицинского изображе-
ния представить в виде вероятности того, что данная 
рентгенограмма не содержит признаков заболева-
ния. Поэтому разработка вероятностных методов 
классификации рентгеновских снимков является 
актуальной задачей медицинской диагностики. 

Цель статьи. Таким образом, целью статьи яв-
ляется разработка метода классификации рентгенов-
ских изображений по их фрактальной размерности. 
При этом метод основывается на оценке вероятности 
того, что при данном спектре фрактальных размер-
ностей для фрактальной меры на множестве пиксе-
лей данной яркости предъявленная рентгенограмма 
не содержит патогенных областей изображения. 

Методика определения  
вероятности диагноза 

Поскольку рентгенограмма представляет собой 
однотонное изображение, под диагностическим при-
знаком будем понимать фрактальную размерность 
множества пикселей, имеющих одинаковую яркость. 
Дадим способ определения меры множества точек, 
принадлежащих изображению. Выберем квадрат, 

площадь которого равна d . Покроем данным 
обобщенным квадратом пространство, заполненное 
точками изображения. Получим меру множества 

точек в данном пространстве d
dM   . Заметим, 

что в общем случае при стремлении размера квадра-
та к нулю 0   мера множества точек dM  равна 
нулю или бесконечности в зависимости от выбора 
величины d, которую будем называть размерностью 
меры. При этом размерность Хаусдорфа – Безико-
вича D множества точек пространства представляет 
собой критическую размерность, при которой мера 

dM  изменяет свое значение с нуля на бесконечность 
[4, 5]: 

 d d
d 0

0,d D,
M N

,d D.


      
  (1) 

Определение меры множества точек dM , вы-
раженное формулой (1), можно применить для прак-
тического вычисления его фрактальной размерности 
D. Действительно, из формулы (1) следует, что при 
стремлении размера квадрата к нулю 0   число 
квадратов  N  , покрывающих выделенную об-

ласть изображения, обратно пропорционально вели-

чине D : 

  D
1N ~


. 

Рассмотрим фрактальную размерность множе-
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ства точек изображения как угловой коэффициент 
графика, выражающего зависимость числа квадра-
тов  N   от размера  квадрата, построенного в 

дважды логарифмическом масштабе 
 ln N ~ Dln   . 

Отсюда следует формула, по которой можно 
вычислить фрактальную размерность множества 

 ln N
D ~

ln





. 

Если изображение является полутоновым, в ка-
честве диагностических признаков выберем спектры 
фрактальных размерностей для фрактальной меры 
на множестве пикселей данной яркости. При этом 
под спектром фрактальных размерностей будем 
понимать совокупность фрактальных размерностей 
множества пикселей данной яркости, которые также 
можно вычислить с помощью подсчета числа кле-
ток, содержащих пиксели данной яркости. 

Определим вероятность того, что рентгено-
грамма не содержит патогенных зон, при данном 
спектре фрактальных размерностей для фрактальной 
меры на множестве пикселей данной яркости. Про-
изведем случайную выборку из рентгенограмм, со-
держащих симптомы болезни, и случайную выборку 
из рентгенограмм, не содержащих симптомов бо-
лезни.  

Вычислим спектры фрактальных размерностей 
для фрактальной меры на множестве пикселей дан-
ной яркости каждого рентгеновского изображения. 
Чтобы найти законы и параметры распределения 
вероятности диагноза в зависимости от данного 
спектра фрактальных размерностей, произведем 
статистическую обработку числовых значений фрак-
тальных размерностей рентгеновских изображений, 
как содержащих, так и не содержащих симптомы 
болезни.  

При этом статистическая обработка произво-
дится в следующей последовательности: 

выберем длину и количество интервалов ярко-
сти, по которым распределяются пиксели данного 
изображения. Представим совокупность интервалов, 
по которым группируются пиксели изображения, в 
виде множества iL , i 1, , m  ; 

выберем длину и количество интервалов, кото-
рым могут принадлежать значения фрактальных 
размерностей областей изображения, содержащих 
пиксели данной яркости. Представим совокупность 
интервалов, по которым группируются значения 
фрактальных размерностей, в виде множества jD , 

j 1, ,n  ; 
выполним группировку значений фрактальной 

размерности по выбранным интервалам ее измене-

ния и выбранным интервалам яркости, по которым 
распределяются пиксели данного изображения. 
Представим множество значений фрактальных раз-
мерностей в виде матрицы, которая состоит из 
столбцов, соответствующих данному интервалу 
изменения яркости ij , i 1, , m  , j 1, ,n  . То-

гда под спектром фрактальных размерностей будем 
понимать сочетание kS  значений фрактальных раз-
мерностей, взятых из каждого столбца матрицы ij , 

соответствующего данному интервалу iL  изменения 
яркости, и данного интервала jD  изменения фрак-

тальных размерностей; 
найдем распределение статистической вероят-

ности данного спектра фрактальных размерностей 
для фрактальной меры на множестве пикселей дан-
ной яркости для рентгеновских изображений, со-
держащих симптомы заболевания; 

найдем распределение статистической вероят-
ности данного спектра фрактальных размерностей 
для фрактальной меры на множестве пикселей дан-
ной яркости для рентгеновских изображений, со-
держащих симптомы заболевания. 

Пусть фрактальный анализ рентгенограмм по-
зволяет выявить два состояния, а именно: состояние 

1H , к которому относятся рентгеновские снимки, не 
содержащие патогенных зон, и состояние 2H , к 
которому относятся рентгеновские снимки, содер-
жащие патогенные зоны. Воспользуемся формулой 
Байеса [7, 8] для оценки апостериорной вероятности 
того, что данное рентгеновское изображение не име-
ет признаков заболевания, при условии, что фрак-
тальные размерности множества пикселей данной 
яркости имеют данное сочетание 

 1 kP H / S   

   
       

1 k 1

1 k 1 2 k 2

P H P S / H
P H P S / H P H P S / H




, (2) 

где  1P H  – априорная вероятность того, что рент-

генограмма не содержит патогенных зон;  2P H  – 

априорная вероятность того, что рентгенограмма 
содержит патогенные зоны;  k 1P S / H  – условная 

вероятность данного сочетания фрактальных раз-
мерностей множества пикселей данной яркости при 
условии, что рентгеновское изображение не содер-
жит симптомов туберкулеза;  k 2P S / H  – условная 

вероятность данного сочетания фрактальных раз-
мерностей множества пикселей данной яркости при 
условии, что рентгеновское изображение содержит 
симптомы туберкулеза. 

Определим пороговое значение вероятности то-
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го, что данное рентгеновское изображение не содер-
жит симптомов болезни. Найдем законы и парамет-
ры распределения вероятности диагноза, указываю-
щего на здоровье пациента, для рентгеновских изо-
бражений, как содержащих, так и не содержащих 
патологию.  

Для этого проведем статистическую обработку 
значений фрактальных размерностей рентгенограмм 
пациентов, признанных здоровыми, и рентгено-
грамм пациентов, признанных больными. При этом 
статистическая обработка проводится в следующей 
последовательности: 

произведем случайную выборку из рентгенов-
ских изображений, содержащих симптомы болезни, 
и случайную выборку из рентгеновских изображе-
ний, не содержащих симптомов болезни; 

вычислим спектры фрактальных размерностей 
для фрактальной меры на множестве пикселей дан-
ной яркости для рентгеновских изображений, как 
содержащих, так и не содержащих патологию; 

определим распределение апостериорной веро-
ятности  1f P / H  того, что рентгенограмма не со-

держит патогенных зон, в зависимости от данного 
сочетания фрактальных размерностей множества 
пикселей данной яркости; 

определим распределение апостериорной веро-
ятности  2f P / H  того, что рентгенограмма содер-

жит патогенные зоны, в зависимости от данного 
сочетания фрактальных размерностей множества 
пикселей данной яркости. 

Установим пороговое значение вероятности то-
го, что данное рентгеновское изображение не имеет 
симптомов болезни, при данном спектре фракталь-
ных размерностей. Сравним апостериорную вероят-
ность, полученную с помощью формулы (2), с ее 
пороговым значением. Если значение вероятности 
диагноза выше порогового  1 k 0P H / S P , то при-

нимается решение о том, что пациент здоров. Если 
значение вероятности диагноза ниже порогового 
 1 k 0P H / S P , то принимается решение о том, что 

пациент болен. 
При этом вероятность принятия ошибочного 

решения состоит из вероятности того, что пациент, 
для которого оценка вероятности диагноза, указы-
вающего на его здоровье, выше ее порогового зна-
чения, будет признан больным, и вероятности того, 
что пациент, для которого оценка вероятности диаг-
ноза, указывающего на его здоровье, ниже ее поро-
гового значения, будет признан здоровым. Отсюда 
следует, что риск принятия ошибочного решения 
складывается из ущерба для здоровья пациента, 
признанного здоровым, но впоследствии заболевше-

го туберкулезом, и ущерба, связанного со стоимо-
стью лечения пациента, признанного больным, но на 
самом деле являющегося здоровым. Оценим ущерб 
от принятия ошибочного решения по следующей 
формуле [9]: 

       
0

0

P

1 1 1 2 2 2
P

R C P H f P / H dP C P H f P / H dP




   , 

где  1f P / H  – плотность распределения величины 

вероятности того, что данная рентгенограмма не 
содержит патогенных зон, в зависимости от данного 
сочетания фрактальных размерностей множества 
пикселей данной яркости;  2f P / H  – плотность 

распределения величины вероятности того, что 
рентгенограмма содержит патогенные зоны, в зави-
симости от данного сочетания фрактальных размер-
ностей множества пикселей данной яркости; 1C  – 
весовой коэффициент, учитывающий риск принятия 
решения о том, что рентгенограмма не содержит 
патогенных зон, в то время как рентгенограмма 
принадлежит пациенту, больному туберкулезом; 2C  
– весовой коэффициент, учитывающий риск приня-
тия решения о том, что рентгенограмма содержит 
патогенные зоны, в то время как рентгенограмма 
принадлежит здоровому пациенту. 

Пороговое значение вероятности определяется 
по методу наибольшего правдоподобия [9], являю-
щегося частным случаем метода наименьших мате-
риальных затрат.  

Это обусловлено тем, что риск принятия реше-
ния о том, что рентгенограмма не содержит пато-
генных зон, в то время как рентгенограмма принад-
лежит пациенту, больному туберкулезом, во много 
раз больше стоимости лечения пациента, признанно-
го больным, но на самом деле являющегося здоро-
вым, то есть 1 2C C . Поэтому пороговое значение 
вероятности положительного диагноза, которое 
обеспечивает минимальную вероятность принятия 
ошибочного решения о том, что данное рентгенов-
ское изображение не имеет симптомов болезни, 
находится из следующего условия [9]: 

   0 1 0 2f P / H f P / H . 
Таким образом, если прогнозировать положи-

тельный диагноз в той области сочетаний интервала 
изменения яркости и фрактальной размерности 
множества пикселей, в которой апостериорная веро-
ятность положительного диагноза выше порогового 
значения  1 k 0P H / S P , можно уменьшить число 

рентгенограмм, дающих положительный диагноз, но 
принадлежащих лицам, больным туберкулезом. 
Поскольку методика диагностики туберкулеза пре-
дусматривает прогнозирование положительного 
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диагноза в области сочетаний интервала изменения 
яркости и фрактальной размерности множества 
пикселей, в которой апостериорная вероятность 
положительного диагноза выше порогового значения 
 1 k 0P H / S P , апостериорная вероятность положи-

тельного диагноза возрастает после ее применения. 

Оценка эффективности применения 
методики по определению 

 вероятности диагноза 

Выведем формулу, по которой вычисляется ап-
риорная вероятность положительного диагноза 
 1P H  после применения методики классификации 

рентгенограмм.  
Очевидно, что априорная вероятность положи-

тельного диагноза  1P H  после применения мето-

дики классификации рентгенограмм увеличивается 
за счет уменьшения числа рентгенограмм, принад-
лежащих лицам, больным туберкулезом, вследствие 
того, что при анализе статистических данных отбра-
сываются рентгенограммы с сочетанием интервала 
изменения яркости и фрактальной размерности 
множества пикселей, при котором апостериорная 
вероятность положительного диагноза меньше поро-
гового значения  

 1 k 0P H / S P . 

Отсюда следует равенство, которое связывает 
частоты предъявления рентгенограмм, не содержа-
щих симптомы болезни, до и после применения 
методики  диагностики туберкулеза 

21 1 l
k

1 2 1 2 1 2
k 1

NN N
N N N N N N

 
  

 , 

где 1N  – число объектов наблюдения, для которых 
верна гипотеза 1H  о том, что рентгенограмма не 

содержит симптомы болезни; 2N  – число объектов 
наблюдения, для которых верна гипотеза 2H  о том, 
что рентгенограмма содержит симптомы болезни;  
l – число сочетаний интервала изменения яркости и 
фрактальной размерности множества пикселей, для 
которых апостериорная вероятность положительного 
диагноза меньше порогового значения 
 1 k 0P H / S P . 

Заметим, что второе слагаемое, стоящее в пра-
вой части данного равенства, представляет собой 
сумму статистических оценок полных вероятностей 
 k 2P S ,H  данного сочетания kS  диагностических 

признаков при условии, что верна гипотеза 2H  о 
том, что рентгенограмма содержит симптомы болез-
ни. 

Поэтому априорная вероятность положительно-
го диагноза после применения методики классифи-
кации рентгенограмм  1P H  увеличивается на ве-

личину, равную сумме полных вероятностей 
 k 2P S ,H , соответствующих той области сочетаний 

интервала изменения яркости и фрактальной раз-
мерности множества пикселей, для которых апосте-
риорная вероятность положительного диагноза 
меньше порогового значения  1 k 0P H / S P : 

     
l

1 1 k 2
k 1

P H P H P S , H


  . 

Выразим априорную вероятность положитель-
ного диагноза после применения методики класси-
фикации рентгенограмм  1P H  через условную 

вероятность  k 2P S / H  данного сочетания интерва-

ла изменения яркости и фрактальной размерности 
множества пикселей при условии, что верна гипоте-
за 2H  о том, что рентгенограмма содержит симпто-
мы болезни, с помощью формулы, по которой опре-
деляется полная вероятность [9]: 

       
l

1 1 2 k 2
k 1

P H P H P H P S / H


  . 

Вычислим меру априорной неопределенности 
или энтропии человека как объекта, который по 
результатам наблюдений может находиться в одном 
из двух состояний, а именно: «симптомы болезни не 
обнаружены» и «симптомы болезни обнаружены», – 
по формуле [9]: 

          1 1 2 2H X P H log P H P H log P H   . 

Тогда количество информации о здоровье чело-
века, приобретаемое в результате применения раз-
работанной методики диагностики туберкулеза, 
определяется по формуле [9]: 

   XI H X H X  , 

где  H X  – энтропия пациента до применения ме-

тодики диагностики туберкулеза;  H X  – энтропия 

пациента после применения методики диагностики 
туберкулеза. 

Поскольку априорная вероятность положитель-
ного диагноза после применения методики класси-
фикации рентгенограмм больше априорной вероят-
ности до применения методики классификации рент-
генограмм    1 1P H P H , количество информации 

о пациенте является положительной величиной 
XI 0 . 

Следовательно, применение методики диагно-
стики туберкулеза по рентгеновским снимкам по-
зволяет уменьшить неопределенность состояния 
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здоровья человека, подвергающегося медицинскому 
обследованию. Это свидетельствует о том, что ре-
зультаты, полученные в статье, целесообразно ис-
пользовать в математическом и алгоритмическом 
обеспечении методики диагностики туберкулеза по 
рентгеновским снимкам для повышения точности 
определения болезни на ранней стадии ее развития. 
Это обеспечит снижение опасности, вызванной при-
нятием решения о том, что рентгенограмма не со-
держит патогенных зон, в то время как рентгено-
грамма принадлежит человеку, больному туберкуле-
зом.  

Кроме того, ее применение позволит умень-
шить расходы, связанные с принятием решения о 
том, что рентгенограмма содержит патогенные зоны, 
в то время как рентгенограмма принадлежит здоро-
вому человеку. 

Выводы 

Предложен метод принятия решения о наличии 
у пациента диагноза, указывающего на его здоровье, 
по измеренному спектру фрактальных размерностей 
для фрактальной меры на множестве пикселей дан-
ной яркости. Предложенный метод позволяет повы-
сить достоверность диагноза, основанного на анали-
зе медицинского изображения. Направление даль-
нейших исследований связано с программной реали-
зацией предложенного метода. 
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ЗАСТОСУВАННЯ ПРАВИЛА БАЙЄСА  

ДО КЛАСИФІКАЦІЇ МЕДИЧНИХ ЗОБРАЖЕНЬ 

Д.О. Ніцин 
Пропонується методика класифікації рентгенівських зображень за їх фрактальною розмірністю. Методика 

ґрунтується на оцінюванні ймовірності того, що при вимірюваній фрактальній розмірності зображення надана 
рентгенограма не містить патогенних ділянок. 

Ключові слова: правило Байєса, фрактальна розмірність. 
 

APPLICATION OF THE BAYESIAN RULE  
TO THE CLASSIFICATION OF MEDICAL IMAGES 

D.A. Nitsyn 
The technique of classification of the x-ray images till them fractal dimension is offered. The technique is based on an es-

timation of probability that at measured fractal dimension of the image given x-ray image does not contain pathological areas. 
Keywords: the Bayesian rule, fractal dimension. 


