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ПРОЕЦИРОВАНИЕ БОЛЬШОГО КОЛИЧЕСТВА МНОГОМЕРНЫХ ДАННЫХ 
 НА ДВУМЕРНУЮ КУСОЧНО-ГЛАДКУЮ САМООРГАНИЗУЮЩУЮСЯ  

КАРТУ КОХОНЕНА  
 

В работе предложен метод отображения многомерных данных на двумерную кусочно-гладкую само-
организующуюся карту Кохонена полученную путем аппроксимации двумерной кусочно-линейной самоорга-
низующейся карты Кохонена кубической параметрической сплайн поверхностью для решения задачи визуа-
лизации большого количества многомерных данных. Использование таких карт позволяет увеличить точ-
ность визуализации и различать данные на карте при незначительном увеличении количества скалярных 
операций, необходимых на их построение.  
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Введение 

В связи со стремительным накоплением ин-
формации о системах или процессах и методов её 
анализа, всё более актуальным становится вопрос о 
поиске закономерностей, заключенных в большом 
количестве параметров данных. Для анализа много-
мерных данных путем наглядного представления их 
структуры или результатов исследования, необхо-
димо решить задачу визуализации многомерных 
данных. 

Классическим методом решения задачи визуа-
лизации многомерных данных является метод глав-
ных компонент [1], основная идея которого заклю-
чается в построении линейного многообразия (кар-
ты), на которую отображаются данные. Этот метод 
эффективно решает поставленную задачу в случае 
простой, унимодальной структуры данных. Для бо-
лее сложных структур данных был разработан ряд 
нелинейных методов визуализации многомерных 
данных, таких как карты Саммона [2], метод глав-
ных многообразий [3], самоорганизующиеся карты 
Кохонена  [4], упругие карты [5] и другие.  

Карты Саммона, метод главных многообразий 
и упругие карты предполагают нелинейную струк-
туру карты. Алгоритм построения этих карт заклю-
чается в последовательном решении большого числа 
сложных задач оптимизации, что делает эти методы 
неэффективными при визуализации большого числа 
многомерных данных. Простой и быстрый алгоритм 
обучения самоорганизующихся карт Кохонена поз-
воляет строить кусочно-линейные карты, быстро ап-
проксимирующие структуру многомерных данных. 

Данный метод позволил решить глобальную 
проблему визуализации многомерных данных со 
сложной топологией, однако приводит к ряду дру-
гих проблем. Разработанные модификации самоор-
ганизующихся карт Кoхонена, такие как метод регу-

ляризации [6], алгоритмы Bacth SOM [7], Adaptive 
SOM [8], иерархические алгоритмы [9], нейронный 
газ [10] и другие, ликвидируют многие недостатки 
самоорганизующихся карт Кохонена. Однако про-
блема отображения данных на ребра или вершины 
двумерных кусочно-гладких карт Кохонена вызвана 
кусочно-линейной структурой карты, и не может 
быть решена путем модификации алгоритма обуче-
ния нейронной сети Кохонена. Решение приведен-
ной проблемы основано на построении кусочно-
гладких самоорганизующихся карт Кохонена путем 
аппроксимации двумерных кусочно-линейных са-
моорганизующихся карт Кохонена кубическими 
параметрическими сплайн поверхностями [11 – 14].  

Постановка задачи. Пусть после обучения 
карты Кохонена на множестве данных X  в n -
мерном евклидовом пространстве множество вы-
ходных нейронов 1 lW {W ,..., W }  имеет координа-

ты  Ti i i
1 nW w ,..., w , i 1, l , l  – количество вы-

ходных нейронов.  
На множестве W  задана триангуляция 

 1 MT T ,...,T , где  k k k k
1 2 3T T ,T ,T , k 1, M , M  

– количество треугольников, k
pT  – номер нейрона в 

множестве W ,  k
pT 1, N , p 1,3 . Двумерная ку-

сочно-линейная самоорганизующаяся карта Кохо-
нена W,T  была аппроксимирована кубической 
параметрической сплайн поверхностью 

    k

M
k

1 2 1 2 T
k 1

S t , t S t , t


  ,                    (1) 

где  

      k
k k k

1 2 1 1 2 n 1 2T
S t , t s t , t ,.., s t , t , 
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 
3 3

jk k i
p 1 2 ijp 1 2

i 0 j 0
s t , t a t t

 
 , k 1, M , p 1,n ,   (2) 

 k 1,Mk
ijp i 0,3; j 0,3;p 1,n

A a


  
  – коэффициенты, опре-

делённые из условий гладкости и минимизации от-
клонения кусочно-линейной самоорганизующейся 
карты Кохонена кубической параметрической 
сплайн поверхностью. Построенная кубическая па-
раметрическая сплайн поверхность является дву-
мерной кусочно-гладкой самоорганизующейся кар-
той Кохонена.  

Требуется отобразить множество данных X  на 
двумерную кусочно-гладкую самоорганизующуюся 
карту Кохонена  1 2S t , t . 

Отображение многомерных данных  
на двумерную кусочно-гладкую  

самоорганизующуюся карту Кохонена 

Из рис. 1 видно, что проекции точки данных 
элемента данных cX Х  на двумерную кусочно-
гладкую самоорганизующуюся карту Кохонена 
 1 2S t , t , определяются решением системы уравне-

ний 

    
    

1 2 c
1 2

1

1 2 c
1 2

2

S t , t
. S t , t X 0,

t
S t , t

. S t , t X 0,
t


  


   

                 (3) 

c 1, N , 
где  .  – операция скалярного умножения. Учиты-
вая (1) и (2) система уравнений (3) распишется в 
виде M  систем уравнений 

      

      

k
1 2k k c

1 1 2 1 2
1

k
1 2k k c

2 1 2 1 2
2

S t , t
F t , t . S t , t X 0,

t

S t , t
F t , t . S t , t X 0,

t

 
   





   

 (4) 

k 1, M  , c 1, N , 

причем  k
1 2S t , t  ограничено областью kT . 

Раскрыв скобки в системах (4), видно, что её 

первые функции  k
1 1 2F t , t  являются полиномами 

соответственно 5-го и 6-го порядка, а вторые функ-
ции  k

2 1 2F t , t  являются полиномами соответствен-

но 6-го и 5-го порядка относительно переменных 1t  
и 2t . Таким образом, система (4) не может быть 
решена аналитически. Учитывая, что сплайн по-
верхность  1 2S t , t  минимально отклоняется от ку-
сочно-плоской карты, а значит, она не претерпевает 
большого числа изгибов, и поэтому в области kT  

поверхности  k
1 2S t , t  не может существовать 

большого числа действительных корней системы (4). 
 

 
Рис. 1. Отображение элемента сХ   
на двумерную кусочно-гладкую  

самоорганизующуюся карту Кохонена  1 2S t , t  
 

В области kT  распределим равномерно p  (по-

ложим p 10 ) точек  j 0 j 0
1 2t , t  j 1, p , являющихся 

начальными приближениями для поиска корней.  
Для нахождения i -го приближения воспользу-

емся итерационными формулами метода Ньютона 
j i

j i 1 j i 1
1 1 j i

j i
j i 1 j i 1

2 2 j i

Tt t ,

Tt t






 



   

, j 1, p ,                     (5) 

где 

   

   

k j i j i k j i j i
1 1 2 1 1 2

1 2j i
k j i j i k j i j i
2 1 2 2 1 2

1 2

F t , t F t , t

t t
det

F t , t F t , t

t t

 

 
 

 

 

, 

   

   

k j i j i
1 1 2k j i j i

1 1 2
2j i

1 k j i j i
2 1 2k j i j i

2 1 2
2

F t , t
F t , t

t
T det

F t , t
F t , t

t










,        (6) 

   

   

k j i j i
1 1 2k j i j i

1 1 2
1j i

2 k j i j i
2 1 2k j i j i

2 1 2
1

F t , t
F t , t

t
T det

F t , t
F t , t

t










. 

Если точка  j i 1 j i 1 k
1 2t , t T    , то она более не 

рассматривается. Предполагается, что точка, вы-
шедшая за границы области kT , более в неё не вер-
нется. Таким образом, значительно снижается коли-

 21,1 ttS k  21,2 ttS k1

2

t

kS



2

1

t
S k




cX

2

2

t

kS


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чество скалярных операций, необходимых для 
нахождения всех корней систем уравнений (4). 

Критерием останова может быть как некоторое 
заданное количество итераций maxi  (положим 

maxi 10 ),  так и условие  
j i 1 j i

1 1

j i 1 j i
2 2

t t

t t





   

   


, j 1, p .                    (7) 

Если для двух точек  j i j i
1 2t , t  и  j i j i

1 2t , t   вы-

полняется условие 
j i j i

1 1

j i j i
2 2

t t

t t





   

   


, j 1, p ,                     (8) 

что означает, что начальные приближения  j 0 j 0
1 2t , t  

и  j 0 j 0
1 2t , t   сошлись к одному корню, поэтому точ-

ку  j i j i
1 2t , t   можно не рассматривать. 

Проекцией элемента данных cX  на карту назо-
вем точку 

 
k

c c k j i j i
1 2

j 0,р
k 1,M

X min X S t , t



  ,                (9) 

c 1, N . 

Множество  1 NX X ,..., X    является плоской 

визуализацией данных X . 

Численные эксперименты 

Для определения качества визуализации дан-
ных картами Кохонена предлагается использовать 
следующие критерии. 

Критерий различимости данных (количество 
данных отображаемых в одну и ту же точку на карте): 

  
M

c
r

c 1
K m X 1


   ,                      (10) 

где  cm X  – количество элементов cX X  , 

 
M

c

c 1
m X N


  , M  – количество точек на карте. 

1. Количество точек данных, отображенных в 
вершину или на границу карты Кохонена 

gK X  , 

 c c c c
1 1 1X X X Z X 1 b X l b                 (11) 

c c c
2 2 2X Z X 1 b X l b          ,  c 1, N . 

2. Среднее квадратичное расстояние точек в 
n -мерном евклидовом пространстве до карты Ко-
хонена 

 
N

2 c c
o

c 1

1K X , X
N 

   .                 (12) 

3. Критерий ошибки визуализации данных в 
евклидовой метрике (оценка изменения в структуре 
данных после отображения на карту) 

 
    2i j i jN 1 N

v
i 1 j i 1

X ,X X ,X2K
N N 1 V V



  

       
 

 
 


,(13) 

где  

 i j
i 1,N 1
j i 1,N

V max X , X
 
 

  ,  i j
i 1,N 1
j i 1,N

V max X , X
 
 

    .    (14) 

Численные эксперименты проводились для ба-
зы данных компаний из стран СНГ рынка нефтехи-
мии. Визуализация компаний проводилась на основе 
прямоугольной карты Кохонена размером 9×9. Ком-
пании характеризовались следующими показателя-
ми: страна, вид полимера, прирост с начала года в 
тоннах и процентах, прирост за последний месяц в 
тоннах и процентах, доля в импорте с начала года и 
с начала месяца в процентах, импорт с начала года и 
за последний месяц в тоннах. 

Результаты сравнительного анализа методов 
визуализации данных по предложенным критериям 
приведены в табл. 1.  

Из таблицы видно, что использование кусочно-
гладких карт Кохонена в виде параметрической 
сплайн поверхности позволяет практически полно-
стью различить данные на карте. Кроме того, значи-
тельно уменьшилось среднее квадратичное откло-
нение данных от карты и уменьшилась ошибка ви-
зуализации многомерных данных.  

 
Таблица 1 

Сравнение методов визуализации многомерных данных 

Критерий Отображение в нейроны Кусочно-плоская карта Кусочно-гладкая карта 

rK  186 25 3 

gK  250 123 13 

oK  0,0486 0,0460 0,0270 

vK  0,3001 0,2940 0,2580 
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Заключение 

Для улучшения отображения структуры боль-
шого количества многомерных данных при их визу-
ализации с помощью двумерных кусочно-плоских 
карт Кохонена в работе рассмотрен метод построе-
ния двумерных кусочно-гладких карт Кохонена и 
впервые предложен метод отображения многомер-
ных данных на них. Проведенные численные экспе-
рименты показали, что использование двумерных 
кусочно-гладких самоорганизующихся карт Кохо-
нена позволяет различать многомерные данные на 
карте и благодаря малому количеству скалярных 
операций, необходимых на реализацию приведен-
ных методов, эффективно решает задачу визуализа-
ции большого числа многомерных данных.  
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ПРОЕКТУВАННЯ ВЕЛИКОЇ КІЛЬКОСТІ БАГАТОВИМІРНИХ ДАНИХ НА ДВОВИМІРНУ  
ЧАСТИНО-ГЛАДКУ КАРТУ КОХОНЕНА, ЩО САМООРГАНІЗУЄТЬСЯ 

А.В. Шкловець, Н.Г. Аксак 
В статі запропоновано метод відображення багатовимірних даних на двовимірну частино-гладку мапу Кохонена, 

отриману шляхом апроксимації двовимірної частино-лінійної мапи Кохонена кубічною параметричною сплайн поверх-
нею для розв’язку задачі візуалізації великої кількості багатовимірних даних. Застосування цих мап дозволяє збільшити 
точність візуалізації та відокремити дані на мапі при незначному збільшені кількості скалярних операцій, необхідних 
на їх побудову.  

Ключові слова: візуалізація багатовимірних даних, двовимірна кусочно-гладка карта Кохонена, кубічна парамет-
рична сплайн поверхня. 

 
PROJTCTION A LARGE NUMBER OF MULTIDIMENSIONAL DATA TO TWO-DIMENSIONAL PIECEWISE  

SMOOTH SELF ORGANIZATION KOHONEN MAP  

N.G. Axak, A.V. Shklovets 
A method of  displaying to a two-dimensional piecewise smooth self organization  Kohonen map, obtained by 

approximating two-dimensional piecewise-linear self organization Kohonen map by cubic parametric spline surface for solving a 
problem of visualization a large number of multidimensional data were proposed.  Using this map can increase the accuracy of 
visualization and distinguish between data on a map with slight increase in the number of scalar operations required for their 
construction.  

Keywords: visualization of multidimensional information, двумерная piece-smooth card of Kokhonena, cube self-
reactance spline surface. 


