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ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ УСЕЧЁННЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ  

РЭЛЕЯ И МАКСВЕЛЛА  
 

Для  односторонне и двусторонне усечённых распределения Рэлея и Максвелла получены выражения 
для первых двух начальных моментов. 
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Введение 

Рассмотрим непрерывную случайную величину 
X , для которой известны функция и плотность рас-
пределения. Примем, что возможные значения этой 
случайной величины расположены на положитель-
ной полуоси, то есть  0 X   . Предположим, что 
для данной случайной величины плотность распре-
деления такова, что её  первый начальный и второй 
центральный моменты конечны. Пусть исходя из 
физического смысла задачи интерес представляют 
значения математического ожидания и дисперсии 
(среднеквадратического отклонения) случайной ве-
личины X  не на всей области её определения, а в 
некоторых подобластях: 

 0 X u    ,                          (1) 
u X   ,                             (2) 

u X w    .                         (3)  
В случае справедливости условия (1) будем го-

ворить об усечённом справа распределении, в слу-
чае (2) будем говорить об усечённом слева распре-
делении и в случае (3) – общем случае, будем гово-
рить о двустороннем усечённом распределении слу-
чайной величины X . 

Анализ литературы. Пусть на интервале (А, 
В), возможно бесконечном, задана функция распре-
деления F(x) и плотность распределения f(x) слу-
чайной величины Х. Примем, что двусторонне усе-
чённая функция распределения  задана условием:  

0, если x (u, w);
G(x)

CF(x),если x (u, w).


  
           (4) 

Плотность распределения в этом случае имеет вид: 
0, если x (u, w);

g(x)
cf (x), если x (u, w).


  

           (5) 

При этом          A u x w B    .                   (6) 
В работе [1], которая вышла в свет на языке 

оригинала в 1952 г., была поставлена и решена зада-
ча определения функций распределения и плотности 
случайной величины (ВВ) Х при условии нормаль-
ности исходного распределения и интервала усече-
ния. В работе [2], опубликованной в 1962 г., но вы-

полненной приблизительно в одно время с работой 
[1], приведена общая теория решения поставленной 
задачи. В работе [3] приведено подробное решение 
задачи определения числовых характеристик усе-
чённого нормального распределения при условии, 
что интервал усечения имеет вид X .     В 
справочнике [4] приведен результат решения по-
ставленной задачи для интервала усечения вида 

u x w      . 
Следуя работе [2], приведем основные этапы 

решения поставленной задачи. 
Нормирующий множитель, присутствующий  в 

уравнениях (4) и (5), определим из  условия:  
w

u

C f (x)dx 1                             (7) 

или                       1C [F(w) F(u)]  .                      (8) 
Функция распределения вероятности усечённо-

го распределения: 

x

u

0, если х [u, w];

G(x)
C f (x)dx C[F(x) F(u)], если х [u, w].




    



(9) 

Математическое ожидание усечённого распре-
деления определяют по формуле: 

w

u,w
u

M[X ] C xf (x)dx  ,                  (10) 

второй начальный момент определяют по формуле 
w

2 2
u,w

u

C x f (x)dx   .                    (11) 

В этом случае дисперсия составит:  

 22
u,w (u,w) u,wD[X ] M[X ]   .          (12) 

В работе [5] получены выражения для опреде-
ления математического ожидания и дисперсии для 
двусторонне усечённого экспоненциального распре-
деления, гамма- распределений и распределения 
Вейбулла. Применение числовых характеристик 
усечённых распределений при решении экономиче-
ских задач подробно рассмотрено в работах [6 – 8]. 
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Цель работы. Для усечённых слева, усечённых 
справа и двусторонне усечённых распределений 
Рэлея и Максвелла определить математическое 
ожидание и второй начальный момент.  

Полученные результаты 

1. Определение числовых характеристик 
усечённых распределений Рэлея.  

Плотность этого распределения приведена в 
работе [9]: 

 
2

1 2 2
x xf x exp

a 2a

 
   

 
,                  (13) 

его функция распределения имеет вид: 

 2 2
1F (x) 1 exp х / (2a ) , x 0,a 0     .     (14) 

1.1. Рассмотрим правосторонне усечённое рас-
пределение, то есть распределение, определенное 
условием (1).  

В соответствии с [5] нормирующий множитель 
С1пр определим из условия: 

   

 

1 1
1п 1 1 1

12 2

С F (u) F (0) F (u)

1 exp u / (2a ) .

 



   

     

         (15) 

Определим математическое ожидание для усе-
чённого справа распределения Рэлея. Для этого, вос-
пользовавшись условием (10) ,вычислим интеграл I1: 

 
u

2 2
1 2

0

xI x exp х / (2a ) dx
a

    

    2 2a / 2erf u 2 / 2a u exp u / (2a )   ,    (16) 

после чего получим искомый результат: 

M1[X∞,u]=  
11 2 2

1 1F (u) I a 1 exp( u / (2a )
        

 2 2u 2erf u exp u / (2a )
2 2a

 
    

 
.           (17) 

В условии (17) и далее функция erf(t) – это ин-
теграл ошибок или функция Крампа: 

erf (x)=
2x

t

0

2 e dt.

   

Эта функция связана с функцией нормального 
распределения  

2x
t /21(x) e dt

2




 
   

условием             
erf(x)= 2 ( 2x 1  . 

Упростив  выражение (14), получим, что 
M1[X∞,u] = 

=
   

 
2 2 2 2

2 2

2 a exp u / (2a ) erf u / (2a ) u 2

2 exp u / (2a ) 1

     
    

. (18) 

Для определения дисперсии усечённого на ин-
тервале (1) распределении Рэлея вначале вычислим 
интеграл  

 
u

2 2 2
2 2

0

xI x exp х / (2a ) dx
a

    

 2 22 u / 2a 2 22a e 2a u   .              (19) 

Второй начальный момент для распределения 
Рэлея с усечением вида (1) получим из условия: 

M2[X0,u]= 
12 2

21 exp( u / (2a ) .I


    = 

=
  

22 2 /(2a ) 2 2

2 2

2a exp u 2a u

exp a / 2a 1

    
 


.           (20) 

Дисперсию усечённого распределения Рэлея на 
участке, заданном условием (1), найдём из условия: 

D1 [X0,u] = M2[X0,u] – (M1[X-0,u])2.        (21) 
Из-за громоздкости получаемых выражений 

опустим их аналитический вид, так как условие (18) 
позволяет вычислить дисперсию без особых ослож-
нений. 

1.2. Рассмотрим  усеченное  слева распределение, 
то есть распределение, определенное условием (1). 

В соответствии с [5], нормирующий множитель 
С1л определим из условия: 

 

    
1

1л 1 1
1 12 2 2 2

С F ( ) F (u)

1 (1 exp u / (2a ) exp u / (2a ) .



 

   

       

(22) 

Определим математическое ожидание для усе-
чённого справа распределения Рэлея. Для этого, вос-
пользовавшись условием (10), вычислим интеграл I2: 

 2 2
2 2

u

xI x exp х / (2a ) dx
a


    

=     2 22 a u exp u (4a ) a erf u / (2a)      , (23) 

умножив условие (22) на выражение (23), получим, что: 

M1 [Xи,∞]=
2

2
u u2 a exp 1 erf u

2a4a

                 
.  (24) 

Для определения второго начального момента 
для распределения Рэлея с усечением вида (2) вы-
числим интеграл вида: 

2 2
2

3 2 2 2
u

x x uI x exp dx 2exp
a 2a 4a

    
            
  2 24a u  .(25) 

Второй начальный момент определим по условию: 

М2[Xu,∞]=С1лI3    12 2e xp u / (2a )


    

2

2
u2exp
4a

 
   

 
 2 24a u  .               (26) 
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Дисперсию распределения данного вида опре-
делим, используя условие (21). 

1.3. Рассмотрим двусторонне усеченное рас-
пределение, то есть распределение, определенное 
условием (3). 

Нормирующий множитель 

С1дв =      1
1 1F w F u 

 = 

    12 2 2 2exp u / (2a ) exp w / (2a ) .


     
    (27) 

Для определения математического ожидания 
Mдв[Xu,w] рассмотрим вспомогательный интеграл 

w 2

4 2 2
u

x xI x exp dx
a 2a

 
     


   2 2 2 2u / 2a w / 2a
ue we

 
 – 

– 2 u 2 w 2a erf erf
2 2a 2a

    
            

.          (28) 

Следовательно,  
Mдв[Xu,w] = Сдв·I4= 3A ;                 (29) 

где 

А3=
   

     
2 2

1 2

2 2 2 2

2 D D w 2 u 2 exp w / 2a

exp u / 2a exp w / 2a

   


; (30) 

 
2

2 2
1 2

wD exp u / (2a ) a exp
2a

 
    

 
;            (31) 

2
u 2 w 2D erf erf
2a 2a

   
       

   
.             (31) 

Для определения второго начального момента 
распределения Рэлея с усечением вида (3) вычислим 
вспомогательный интеграл: 

w 2
2

5 2 2
u

x xI x exp dx
a 2a

 
   

 
 = 

   2 2 2 2u / 2a 2 2 w / 2a 2 2e 2a u e 2a w    .  (32) 

Второй начальный момент и дисперсию опре-
делим, используя  равенства: 

М2[Xu,w]= СдвI4, 
D [Xu,w]= М2[Xu,w] – (Mдв[Xu,w])2.       (33) 

2. Определение числовых характеристик 
усечённых распределений Максвелла. 

Последовательность действий при решении по-
ставленной в п.2 задачи аналогична решению зада-
чи, сформулированной в п.1. Поэтому в данном раз-
деле будут приведены только основные результаты.  

Пусть плотность распределения Максвелла 
имеет вид, указанный в работе [9]: 

2 22
х /(2a )

м 3
2xf (x) e

a 2



,   x 0, a 0.         (34) 

Функцию распределения вероятности для 
плотности вида  (34) определим так: 

      

2 2x 2
х /(2a )

м 3
0

2 2

2xF (x) e dx
a 2

erf x 2 2f x 2 exp х / (2a ) a .

 


    


(35) 

Нормирующие множители для соответствую-
щих видов усечения примут вид.  

Для правосторонне усечённого распределения, 
соответствующего условию (1): 

С2п= 1
м(F (u) F(0)) = 

  12 2u 2 exp u / (2a )u 2erf
2f a


           

.   (36) 

Для двусторонне усечённого распределения, 
соответствующего условию (3): 

С2дв=   1F(w) F(u)    

= 
 2 2w 2 exp w / (2a )w 2erf

2f a

               

 

  1
2 2u 2 exp u / (2a )u 2erf

2f a


              

. (37) 

Для левосторонне усечённого распределения, 
соответствующего условию (2): 

С2л=(1-F (u)) -1= 

=
  1

2 2u 2 exp u / (2a )u 21 erf
2f a


                

.  (38) 

2.1. Рассмотрим правосторонне усечённое рас-
пределение, то есть распределение, определенное 
условием (1). 

Математическое ожидание на этом участке 
усечения найдем по условию: 

М1[X0,u]= С2п 

u

0

x
2 22

х /(2a )
3
2x e dx

a 2



= 

= С2п  2 2 2 22 / 2a exp( u / 2a ) (2a u ) a     .  (39) 

Второй начальный момент на этом участке 
усечения найдем по условию: 

М2[X0,u]= С2п 

u
2

0

x
2 22

х /(2a )
3
2x e dx

a 2



= С2п   

  
2

2 2 2
2

u 2 u3a erf u 2 exp 3a u
2a 2a

   
             

.(40) 

2.2. Рассмотрим двусторонне усечённое рас-
пределение, то есть распределение, определенное 
условием (3).  

Математическое ожидание на этом участке 
усечения найдем по условию: 
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М1[Xu,w]= С2дв× 

×
2 2w 2

х /(2a )
3

u

2xx e dx
a 2



 = С2дв 4 5
1 2 (A A )
a




,   (41) 

где            А4 =  2 2 2 2exp( u /(2a ) 2a u   ,            (42) 

А5 =  2 2 2 2exp( w /(2a ) 2a w   .          (43) 

Второй начальный момент на этом участке 
усечения найдем по условию: 

М2[Xu,w]= С2п× 

×
w

2

u

x
2 22

х /(2a )
3
2x e dx

a 2



= С2п 

1 2
a 

 6 7A A , (44) 

при условии, что:  

A6= 2 2 2 2u exp( u / 2a )(3a u )    ,         (45) 

A7= 2 2 2exp( / 2a )(3a )      .          (46) 

2.3. Рассмотрим левосторонне усечённое рас-
пределение, то есть распределение, определенное 
условием (2). Математическое ожидание на этом 
участке усечения найдем по условию: 

М1[Xu, ∞]= С3л 
w

u

x
2 22

х /(2a )
3
2x e dx

a 2



= 

= 2 2 2 21 2 exp( u / 2a )(2a u )
a

 


.        (47) 

Второй начальный момент на этом участке 
усечения найдем по условию: 

М2[Xu, ∞]= С3л 2

u

x



2 22

х /(2a )
3
2x e dx

a 2



= A8 – A9, (48) 

где                    A8 = 2 2 u 23a 3 erf
2a

 
    

 
; 

A9  =  
  2 2 2 22u exp u / 2a 3a u 

 
.      (49) 

Знание первого и второго начального моментов 
позволяет, используя условие (21), вычислить мате-
матические ожидания для всех указанных в данной 
работе типов распределений. 

Выводы 

1. Определены значения первого и второго 
начальных моментов левосторонне усечённых, пра-
восторонне и двусторонне усечённых распределе-
ний Рэлея и Максвелла. 

2. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при решении задач теории надёжности и 
оценивании риска финансовых операций. 
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