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Рассмотрена задача оценивания переходной матрицы агрегированной марковской цепи, которая сво-

дится к эквивалентной задаче идентификации дискретной стохастической динамической системы при 
наличии ограничений. На основе использования сочетания регуляризованного метода штрафных функций и 
метода множителей Лагранжа получена оценка переходной матрицы по последовательности наблюдений 
за состояниями агрегированной марковской цепи и рекуррентные алгоритмы оценивания, обеспечивающие 
получение оценок в реальном масштабе времени. 
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Введение 

Марковские цепи находят широкое применение 
в задачах математического моделирования техниче-
ских, социальных и экономических систем [1]. 
Управляемые марковские цепи используются в ка-
честве моделей динамических процессов принятия 
решений [2]. Особый класс моделей образуют так 
называемые агрегированные марковские цепи [3], 
описывающие поведение большой совокупности 
однородных объектов, случайным образом перехо-
дящих из состояния в состояние в соответствии с 
некоторым случайным механизмом. Подобные мо-
дели находят широкое применение в задачах иссле-
дования процессов популяционной и социальной ди-
намики, развития эпидемий, процессов страхования. 

Построение марковских моделей включает в себя 
нахождение их переходных матриц, которые далеко не 
всегда удается найти аналитически. В этом случае не-
обходимой предпосылкой использования марковских 
моделей является оценивание переходных матриц по 
экспериментальным данным. Указанная задача осо-
бенно усложняется в случае рассмотрения агрегиро-
ванных марковских моделей, когда наблюдениям в 
дискретные моменты времени доступны лишь так 
называемые агрегированные данные – общее количе-
ство объектов, находящихся в каждом из состояний.  

В настоящей работе задача оценивания пере-
ходной матрицы сводится к эквивалентной задаче 
идентификации дискретной стохастической дина-
мической системы при наличии ограничений. 

Анализ состояния проблемы 

Задача оценивания переходных матриц марков-
ских цепей рассматривалась в большом количестве 
работ. В [3] получены оценки переходных матриц на 
основе метода максимального правдоподобия. В 
вычислительном плане проблема сводится к реше-
нию специфической задачи математического про-
граммирования. Однако реализация такого похода 

для построения рекуррентных алгоритмов, обеспечи-
вающих получение оценок в реальном масштабе вре-
мени, наталкивается на определенные затруднения. 

Наиболее просто задача рекуррентного оцени-
вания переходных матриц решается для марковской 
цепи с непосредственно наблюдаемыми состояния-
ми. Идея рекуррентного оценивания переходных 
матриц впервые была предложена в [4] и подробно 
разработана в [5]. Впоследствии различные моди-
фикации алгоритмов рекуррентного оценивания 
переходных матриц неоднократно рассматривалась 
в литературе, в основном в связи с задачами адап-
тивного управления марковскими цепями [6, 7, 8]. 
Особенностью предложенных алгоритмов является 
их проекционный характер, связанный с необходи-
мостью обеспечения выполнения ограничений на 
получаемые оценки, обусловленные стохастично-
стью переходных матриц, условия сходимости про-
екционных алгоритмов подробно изучались в [9]. 

Пре решении задачи оценивания переходных 
матриц агрегированных марковских цепей отсутству-
ет информация о пребывании объекта в конкретном 
состоянии и наблюдению доступно лишь общее ко-
личество объектов в различных состояниях. При этом 
эффективные алгоритмы оценивания могут быть по-
лучены на основе представления модели агрегиро-
ванной марковской цепи в виде эквивалентной дис-
кретной динамической системы [10]. Однако приме-
нению стандартных алгоритмов идентификации пре-
пятствует вырожденность ковариационной матрицы 
ее вектора состояния, что требует применения допол-
нительной регуляризации задачи оценивания. 

Постановка задачи 

Рассматривается совокупность М независимых 
однородных эргодических марковских цепей с N со-
стояниями и одинаковыми переходными матрицами: 

ij

m m
ij n 1 n

, i, j 1, N,

{s j s i}, m 1, M, n 0,1,...

   

     P
   (1) 
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где m
ns  – состояние m -й марковской цепи на n -м 

шаге; ij  – условные вероятности перехода. Эле-
менты переходной матрицы удовлетворяют вероят-
ностным ограничениям 

N

ij ij
j 1

0, 1, i, j 1, N.


                      (2) 

Указанную совокупность будем называть агре-
гированной марковской цепью.  

Введем вектор T 1 2 N
n n n nx (x , x ,..., x ),  каждая 

компонента которого i
nx  имеет смысл количества 

цепей, находящихся в момент времени n  в состоянии 
с номером i.  Таким образом, вектор nx  является 
случайным вектором и в каждый момент времени n  
удовлетворяет очевидным «балансным» ограничени-
ям, т.е. принадлежит фиксированной гиперплоскости 

N
i i
n n

i 1
M x 0, x M, n 0,1....


              (3) 

Задача оценивания переходной матрицы агре-
гированной марковской цепи состоит в нахождении 
оценки неизвестной переходной матрицы n̂  по 
заданной последовательности агрегированных 
наблюдений n

k k 0{x } .   
Указанная последовательность может рассмат-

риваться как последовательность состояний некото-
рой линейной дискретной динамической системы со 
случайным воздействием n  [10]: 

T
n 1 n n 1 n 1 n 1 n 1 nx x , x {x x },          M  (4) 

где {}M  – символ математического ожидания. 
Действительно, в силу независимости перехо-

дов каждой цепи  
N

j i
n ij nn 1

i 1
{x x } x , j 1, N,


  M              (5) 

откуда и следует (4). 
Очевидно, что последовательность n{ }  явля-

ется последовательностью центрированных случай-
ных векторов с ограниченными ковариационными 
матрицами  

T
n 1 n 1 n 1 n nM{ } 0, M{ x } Q( , x ) .             (6) 

Рекуррентной оценкой переходной матрицы 
будем называть оценку, формируемую в соответ-
ствии с алгоритмом 

n 1 n n n 1ˆ ˆf ( , x , x )    .                      (7) 
При этом соответствующие оценки в каждый 

момент времени должны удовлетворять стохастиче-
ским ограничениям (2). 

Таким образом, задача оценивания переходной 
матрицы агрегированной марковской цепи сводится к 
эквивалентной задаче идентификации дискретной 
динамической системы (4) по последовательности 
наблюдений n

k k 0{x } .  Особенностью рассматривае-

мой задачи идентификации является необходимость 
учета ограничений на искомую переходную матрицу 
(2), а также наличие «балансных» ограничений (3) на 
вектор состояния системы (4). Следствием наличия 
последних является вырождение ковариационной 
матрицы вектора состояния системы nx ,  что затруд-
няет получение устойчивых оценок матрицы .  

Оценка переходной матрицы 

Наиболее просто задача оценивания переходной 
матрицы решается в случае, когда возможно наблю-
дение за состоянием каждой марковской цепи. Пред-
ставим переходную матрицу в строчной форме: 

1

2
i

i1 i2 iN

N

, ( , ... )
...

 
 
        
 
 
  

           (8) 

где i , i 1, N   – строки переходной матрицы. 
Пусть n n 1s , s .     Тогда рекуррентный ал-

горитм оценивания переходной матрицы имеет сле-
дующий вид [4]: 

 

n 1 n n
n

i i
n 1 n

i i i i
n n 1 n n 1

1 ( e ),

, i ,

1при i , при i ,

   
 



 

     


    

          

       (9) 

где r Te (0,0...,1,0,..,0)  – единичный r –орт. 
Очевидно, что оценки (9) в каждый момент 

времени n  удовлетворяют ограничениям (2). 
Непосредственное применение алгоритма (9) 

для агрегированных марковских цепей оказывается 
невозможным, поскольку в каждый момент времени 
состояние каждой цепи неизвестно и наблюдениям 
доступно лишь суммарное число объектов, находя-
щихся в каждом состоянии. 

Рассмотрим задачу нахождения оценки пере-
ходной матрицы n̂  агрегированной цепи на основе 

полной выборки наблюдений n
k k 0{x } .  С учетом 

особенностей задачи, связанных с наличием специ-
фических ограничений, для нахождения оценок вос-
пользуемся сочетанием регуляризованного метода 
штрафных функций и метода неопределенных мно-
жителей Лагранжа [1]. В соответствии с этим мето-
дом для получения оценки переходной матрицы на 
основе системы (4) и последовательности агрегиро-
ванных наблюдений n 1

k k 0{x } 
  с учетом ограничений 

(2) введем регуляризованную функцию Лагранжа вида 
n N

T j T j 2
k k 1

k 0 j 1
N N

T j N j j T 1 j j
j

j 1 j 1

L( , ) (x x e )
2

( e ) ( ) Q ( ),
2


 



 


     


         

 

 
 (10) 
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где j , j 1, N   – столбцы переходной матрицы; 
j, j 1, N   – априорные значения столбцов пере-

ходной матрицы;   – вектор множителей Лагранжа; 
je  – единичный вектор , N Te (1,1,...,1) ,  ,   – ве-

совые коэффициенты; j{Q 0, j 1, N}   – набор ве-
совых матриц.  

Последнее слагаемое в (8), «штрафующее» за 
отклонение оценок от априорных оценок, при соот-
ветствующем выборе параметров j, {Q 0, j 1, N}    

обеспечивает выполнение ограничений j 0   и 
устойчивость вычислений при вырождении ковари-
ационной матрицы вектора nx .  

Выпишем условия, определяющие седловую 
точку функции Лагранжа (10), вычисляя ее градиен-
ты по соответствующим векторам: 

r
1 r r

r n n 1,n

1 r
r

N
j N

j 1

L( , ) ( Q X ) X e

Q 0, r 1, N,

L( , ) ( e ) 0,









          

     

      

    (11) 

где     
n n

T T
n k k n,n 1 k k 1

k 1 k 1
X x x , X x x . 

 
    

Заметим, что в силу наличия линейной связи 
(3) между компонентами вектора состояния nx ,  
матрица NX ,  пропорциональная оценке его ковари-
ационной матрицы, плохо обусловлена.  

Из первого уравнения системы линейных ал-
гебраических уравнений (11) следует, что  

r 1 r 1 r
r n,n 1 rR ( X e Q ), 

                  (12) 
причем в результате введения регуляризации мат-
рица 1

r r nR Q X     всегда хорошо обусловлена.  
Подставляя  полученные выражения для векто-

ров r  во второе уравнение системы (11), получим 
выражение для вектора множителей Лагранжа: 

         1 N
n,n n,n 1 n( d p e ),

                        (13) 

где   

N N
1 1 r

n,n r n,n 1 r n,n 1
r 1 r 1

N
1 1 r

n r r
r 1

R , d R X e ,

p R Q .

 
 

 

 



  

 

 


    (14) 

Окончательно получаем следующие выражения 
для оценок столбцов переходной матрицы: 

j 1 j 1
j n,n 1 n,n n,n 1

1 j 1 1 N
j n,n n n,n

ˆ R [ (X e d )

(Q p ) e ], j 1, N.

 
 

  

    

    
       (15) 

Легко видеть, что при     имеем j j   , 
что соответствует использованию в качестве оценок 
столбцов переходной матрицы их соответствующих 
априорных значений. При проведении вычислений в 

качестве значения весового параметра   целесооб-
разно использовать такое минимальное положи-
тельное число * , при котором все *

ij( ) 0.    

Алгоритм рекуррентного оценивания 
Полученную оценку переходной матрицы (15) 

нетрудно преобразовать к рекуррентной форме. 
Пусть к моменту времени n  на основе последова-
тельности агрегированных наблюдений n

k k 0{x }   
получены оценки столбцов переходной матрицы 

j
nˆ , j 1, N.    

Примем их в качестве априорных значений, и 
сформируем соответствующую регуляризованную 
функцию Лагранжа с использованием очередного 
n 1 - го наблюдения n 1x  : 

N
T j T j 2n 1

n 1 n n 1
j 1

N N
T j N j j T 1 j j

n j n
j 1 j 1

L ( , ) (x x e )
2

ˆ ˆ( e ) ( ) Q ( ).
2


 





 


     


         



 
 (16) 

Здесь весовой коэффициент n  играет роль ко-
эффициента шага рекуррентного алгоритма, а соот-
ношение между параметрами n 1  и   определяет 
степень влияния текущих измерений по сравнению с 
предыдущими оценками, полученными на основе 
накопленной информации. 

Как и ранее, получим выражения для нахожде-
ния седловой точки регуляризованной функции Ла-
гранжа (16): 

r
1 T r

n 1 r n 1 n n

T r 1 r
n 1 n n 1 r n

N
j N

n 1
j 1

L ( , ) ( Q x x )

ˆx x e Q 0, r 1, N,

L ( , ) ( e ) 0.


 


 

 


        

      

      

   (17) 

Решение системы линейных уравнений (17) 
может быть получено в явном виде.  

Действительно, из системы линейных уравне-
ний (17) следует, что 

        r 1 T r 1 r
r,n n 1 n n 1 r nˆR ( x x e Q ), 

             (18) 

где 1 T
r,n r n 1 n nR Q x x

     – невырожденная и хо-
рошо обусловленная матрица для любого 0.      

В свою очередь, вектор множителей Лагранжа 
определятся как 

1 N
n,n n 1 n,n 1 nˆ( d p e ),

                   (19) 

где  

N N
1 1 T r

n,n r,n n,n 1 r n n 1
r 1 r 1

N
1 1 r

n r,n r n
r 1

R , d R x x e ,

ˆ ˆp R Q .

 
 

 

 



  

 

 


   (20) 

Окончательно алгоритм рекуррентного оцени-
вания переходной матрицы приобретает вид 
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N
j 1 T j 1 1 T r

n 1 j,n n n 1 n,n r,n n n 1n 1
r 1

N
1 1 j 1 1 1 r 1 1 N

j,n j n n,n r,n r n j,n n,n
r 1

j j
o o

ˆ R (x x e R x x e )

ˆ ˆR (Q R Q ) R e ,

ˆ , j 1, N.

  
  



      



    

     

   



 (21) 

или в эквивалентной форме 
N

j 1 1 T r
n 1 jr N n,n r,n n n 1n 1

r 1
N

1 1 1 r 1 1 N
jr N n,n r,n r n j,n n,n

r 1
j j
o o

ˆ ( I )R x x e )

ˆ( I )R Q ) R e ,

ˆ , j 1, N,

 
 



    



     

     

   



   (22) 

где jr  – символ Кронекера; NI  – единичная мат-

рица размерностью N N . 
Сходимость алгоритма (22) определяется вы-

бором последовательности параметров шага n{ }.  
Очевидно, что при выполнении условия n 0   

последовательность оценок j
n{ }  стремится к по-

стоянным значениям j
 . Для получения оценок 

(22), минимизирующих эмпирический риск, парамет-
ры шага можно выбирать в соответствии с известны-
ми условиями стохастической аппроксимации 

n
2

n n
n 0 n 0

0, , .
 

 
                         (23) 

Для повышения вычислительной устойчивости 
алгоритма оценивания целесообразно в процессе 
вычислений осуществлять проецирование строк по-
лучаемых оценок переходной матицы i

nˆ{ , i 1, N}   
на N -мерный симплекс, определяемый как 

N

N i i
i 1

S (p) {p p 1, p 0, i 1, N}.


            (24) 

Оператор проектирования 
NS {}   на симплекс 

(24), действующий по правилу 

N
N

S
p S

{q} q p qmin


    ,                (25) 

подробно описан в [5]. 
Алгоритм (22) позволяет получать оценки пе-

реходной матрицы агрегированной марковской цепи 
в темпе поступающей информации. 

Выводы 
Предложенный подход позволяет получать 

устойчивые в вычислительном отношении оценки пе-
реходной матрицы марковской цепи по агрегирован-
ным данным. При построении рекуррентной модифи-
кации алгоритма оценивания существенным является 
выбор величины шаг алгоритма, обеспечивающего 
более высокую скорость сходимости оценок, а также 
учет априорной информации. Представляет также ин-
терес рассмотрение целесообразности применения 
критериев качества оценивания, отличных от квадра-
тичного, поскольку закон распределения случайного 
воздействия для используемой модели агрегированной 
цепи (4) очевидно отличается от нормального.  
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РЕКУРЕНТНЕ ОЦІНЮВАННЯ ПЕРЕХІДНОЇ МАТРИЦІ АГРЕГОВАНОГО МАРКІВСЬКОГО ЛАНЦЮГА 

М.Л. Любчик, М.Д. Махфуз 
Розглядається методика побудови регулярізованих оцінок перехідної матриці марківського ланцюга за агрегова-

ними даними з урахуванням стохастичних обмежень. 
Ключові слова: агреговані марківські ланцюги, перехідна матриця, регуляризована функція Лагранжа, рекурентні 

алгоритми, штрафні функції. 
 

RECURRENT ESTIMATION OF TRANSFER MATRIX OF AGGREGATED MARKOV CHAIN 

M.L. Lyubchyk, M.D. Mahfouz 
The method of Markov chain transfer matrix regularized estimation is considered taking into account stochastic constrains. 
Keywords: aggregated Markov chains, transitional matrix, regularized Langrangian, recurrent algorithms, penalty functions. 

 


