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НЕЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 
Рассмотрена задача рекуррентной идентификации нелинейной нестационарной динамической систе-

мы на основе ядерных методов в реальном масштабе времени. На основе метода скользящего контроля 

предложен алгоритм 2-го уровня для оценки параметра регуляризации. Предложен способ вычисления  

критерия качества для алгоритма второго уровня. 
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Введение 

Проблема идентификации нелинейных динами-

ческих систем по экспериментальным данным являет-

ся в настоящее время предметом интенсивных иссле-

дований. Несмотря на обилие публикаций [11 – 13] она 

сохраняет свою актуальность, в первую очередь, за 

счет привлечения новых математических методов и 

расширения решаемых классов задач. Сохраняющиеся 

трудности в значительной мере связаны с проблемами 

структурной идентификации (с поиском структуры 

моделей), оптимальным образом согласованной с 

имеющейся априорной и текущей информацией [14 –

15]. Для нелинейных систем, характеризующихся 

сложным характером зависимостей между перемен-

ными, использование традиционного параметрическо-

го подхода приводит к существенным трудностям, 

связанным с вычислительными трудностями оценива-

ния большого числа неизвестных параметров. Это, в 

свою очередь, стимулирует развитие непараметриче-

ских методов идентификации и методов «мягкой» 

идентификации на основе подходов вычислительного 

интеллекта. Эффективные подходы созданы на основе 

метода опорных векторов [15] и так называемых ядер-

ных методов [7], обеспечивающих получение нели-

нейных версий алгоритмов идентификации, пригод-

ных для использования в условиях малых выборок. 

Ядерные методы, основанные на идее нелиней-

ного преобразования исходных данных в новое про-

странство высокой размерности (пространство при-

знаков), обеспечивают возможность идентификации 

нелинейных моделей высокой сложности. В соответ-

ствии с теоремой Мерсера, указанное преобразование 

выбирается таким образом, чтобы скалярные произ-

ведения в пространстве признаков имели вид поло-

жительно определенной функции-ядра. При этом 

идентифицируемая модель может быть представлена 

в непараметрической форме в виде взвешенной ли-

нейной комбинации функций-ядер, а соответствую-

щие весовые коэффициенты могут быть вычислены 

без непосредственного использования векторов при-

знаков, что приводит к возможности получения весь-

ма экономных и эффективных вычислительных про-

цедур идентификации нелинейных систем [7 – 16]. 

Классические алгоритмы ядерной идентифика-

ции использовали для оценок полную выборку 

наблюдений и характеризовались ростом размерно-

сти модели с увеличением её длины. В настоящее 

время ведутся интенсивные поиски рекуррентных 

модификаций ядерных алгоритмов, пригодных для 

реализации в реальном масштабе времени и обеспе-

чивающих ограничение сложности идентифицируе-

мой модели [12]. В частности, разработаны ядерные 

аналоги рекуррентного метода наименьших квадра-

тов [17] и метода скользящего среднего [11]. 

В настоящей работе рассматривается рекур-

рентный алгоритм ядерной идентификации со сколь-

зящим окном наблюдений. Также разработан алго-

ритм 2-го уровня, который позволяет оценивать па-

раметр регуляризации в процессе рекуррентной 

идентификации нелинейной динамической системы. 

Постановка задачи 

Рассмотрим временной ряд N
i 1{ }  – результат 

наблюдений переменной состояния некоторой слож-

ной нелинейной динамической системы. Используя 

теорему Такенса [1, 2], будем предполагать, что для 

данной системы возможно построение модели в виде:  

k 1 k k 1 k m kf ( , ,..., ) , k 0,..., N         ,  

где f (.)  – эволюционный оператор (некоторая нели-

нейная функция); k  – белый шум, kE{ } 0,   

2 2
kE{ }   ; величина m , называемая также размер-

ностью вложения, неизвестна. Данное предположе-

ние является достаточно «мягким», т.к. к динамиче-

ской системе предъявляется только требование глад-

кости функций в правых частях уравнений, описыва-

ющих систему. Таким образом, исходная задача мо-

жет быть приведена к задаче структурной и парамет-

рической идентификации модели вида  

k k ky f (x ) , k 0,..., N    
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по наблюдаемой выборке  
N

k k 1
x , y , где  

k k k mx ( ,..., )    и k k 1y   . 

Рассмотрим задачу, когда наблюдения поступа-

ют в реальном масштабе времени, т.е. в каждый мо-

мент времени k необходимо построить модель эво-

люционного оператора f (.) . 

Задача осложняется тем, что свойства системы 

со временем могут меняться: это может быть обу-

словлено либо изменением параметров, либо измене-

нием структуры динамической системы. 

Таким образом, необходимо построить рекур-

рентный алгоритм идентификации динамической 

системы по наблюдаемому временному ряду. 

Оценка размерности вложения 

До решения задачи идентификации системы 

необходимо оценить ее размерность вложения m . Для 

этого разработаны некоторые оценки: метод ложных 

соседей [3], корреляционная размерность [4], метод 

главных компонент [5]. Однако обычно приходится 

перебирать разные значения размерности, начиная с 

малых и постепенно их увеличивая, пока не будет до-

стигнута удовлетворительная точность модели. По-

этому подбор размерности вложения может стано-

виться частью единого целого процесса моделирова-

ния, а не отдельной законченной первой стадией [6]. 

Идентификация системы 

В последнее время было разработано и предло-

жено множество методов идентификации сложных 

динамических систем. Однако отсутствие априорной 

информации о системе вынуждает использовать ме-

тоды, основанные на универсальных аппроксимато-

рах, к которым относятся искусственные нейронные 

сети, ядерные методы и другие. 

Основным недостатком нейронных сетей явля-

ется медленная сходимость, что создает проблемы 

при идентификации в реальном масштабе времени. 

Далее будем рассматривать методы, основанные 

на ядерных аппроксимациях. В этом случае неизвест-

ная функция f (.)  представляется в виде: 

r

i i
i 1

f̂ (x; ) (x, x )



    , где   – вектор весов; (.,.)  – 

ядерная функция; r  – количество опорных векторов.  

Наиболее часто в качестве ядерной функции вы-

бирается гауссово ядро: 

2
1 2 1 2 2

(x ,x ) exp( x x )    , где   – настроечный 

параметр. Это обусловлено хорошими свойствами 

данного ядра, например гладкостью [7]. 

Таким образом, для построения модели необхо-

димо оценить параметры , ,    функции f̂ (.) . 

Параметры   определяются методом миними-

зации эмпирического риска, что приводит к оценке:  

 1K Y  ,  (1) 

где N NK R   – матрица Грамма, построенная на r  

опорных векторах, T
1 NY (y ,..., y ) . 

Однако на практике  зачастую матрица K  плохо 

обусловлена, что приводит к неустойчивости реше-

ния, переобучению и плохой интерпретируемости 

результатов. Поэтому обычно применяется регуляри-

зированная версия данного алгоритма: 

  
11K( ) Y K I Y
     ,  (2) 

где   – параметр регуляризации, I – единичная  матрица. 

Для оценки настроечных параметров ,   на 

практике обычно используются различные вариации 

алгоритмов перебора. Однако наиболее мощным 

подходом для поиска параметров оказался подход, 

основанный на 2-х уровневой оптимизации (уровень 

1: поиск  ; уровень 2: поиск ,  ) [8]. На каждом 

уровне используется своя целевая функция: 1й уро-

вень – функция эмпирического риска; 2й уровень – 

функция скользящего контроля (cross-validation). 

Т.е. алгоритм 1го уровня используется на 2м уровне 

как составляющая часть, которая возвращает функ-

цию f (x; , )  . 

Алгоритм рекуррентного оценивания 

Т.к. свойства системы со временем могут ме-

няться, то целесообразно использовать алгоритм, ко-

торый будет «забывать» старые измерения и исполь-

зовать только r  последних измерений. Это позволит 

алгоритму подстраиваться под изменения реальной 

системы, а также ограничит вычислительную слож-

ность алгоритма и сложность модели. 

Рекуррентная оценка для такого алгоритма мо-

жет быть получена с использованием последователь-

ных преобразований регуляризованной матрицы 

Грамма:  

 
1 1 1

n 1, r n 1, r 1 n, rK ( ) K ( ) K ( )  
        (3) 

где первый индекс – момент времени, для которого 

рассчитывается матрица Грамма; второй индекс – раз-

мерность матрицы Грамма, т.е. количество измерений 

используемых для оценки вектора параметров  . 

Тогда рекуррентный алгоритм примет вид: 

   
1

1 1
n 1 r n, r n nI K Y


 

        

 

1 1 T
n 1, r 1 r n 1, r r

T 1 1 1 T 1 T
1 n 1, r 1 r n 1, r 1 1 n 1, r r

K R K R

(e K e ) R K e e K R ;

 
  

   
  

 


  

 
n,r
1

1
n

A B
K ( )

C




 
   

  

 (4) 

 

1 1 1
n 1, r 1 n n 1, r 1

T 1
n 1,r 1 n n 1,r 1 n n 1, r 1

   A K K

k (x ) k (x ) K
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 1 1
n n 1, r 1 n 1,r 1 nB K k (x ) 

      ; 

 1 T 1
n n 1, r 1 n n 1, r 1C k (x ) K 

      ; 

 1 T 1
n n,n n-1, r-1 n n 1, r 1 n 1, r 1 nk k (x ) K k (x ) 

          , 

где nI  – единичная матрица n n ,  r r r 1R 0 I  , 

 
T

1e 1 0 ... 0 , (x, x )  – выбранная ядерная 

функция, T
n 1,r 1 n n n r 1 n n 1k (x ) ( (x ,x ) ... (x ,x ))       ,  

n,n n nk (x ,x )   [9]. 

К недостаткам приведенного алгоритма следует 

отнести следующий момент: в процессе подстройки 

модели к изменениям системы может возникнуть 

необходимость в подстройке параметров регуляриза-

ции   и параметров ядра  . Как видно из соотноше-

ний (4), для каждого следующего шага n 1  рекур-

рентно рассчитывается матрица 
n 1,r
1K ( )


  , используя 

аналогичную матрицу, рассчитанную на предыдущем 

шаге. При этом в процессе рекуррентного пересчета в 

матрице 
n,r
1K ( )   будет затруднительно изменить 

параметр регуляризации   и параметры ядра  . Это 

может потребоваться в нескольких случаях: измене-

ние режима функционирования системы и увеличе-

ние плохой обусловленности матрицы n,rK ( )  

вследствие сильно-зависимых данных. Ограним наше 

рассмотрение только анализом параметра  .  

Далее будем предполагать, что параметр ядра 

будет рассчитан либо методом линейного поиска, 

либо с помощью критерия скользящего контроля на 

начальном этапе работы алгоритма. 

Чтобы преодолеть указанный недостаток, каса-

ющийся параметра регуляризации, можно воспользо-

ваться сингулярным разложением матрицы 

  TK( ) K I Q I Q      и, следовательно: 

    
1 11 TK ( ) K I Q I Q
       . (5) 

Т.к. матрица  I  диагональная, то и обрат-

ная матрица также диагональная, что приводит к со-

отношению:   1

ii ii

1
I


 
 

. 

Таким образом, видно, что коэффициент регуля-

ризации выступает в качестве стабилизирующего 

коэффициента: без регуляризации (когда 0  ) ма-

ленькие собственные числа ii  матрицы K( )  при-

водят к огромным собственным числам обратной 

матрицы 1K ( )  . Увеличение коэффициента   при-

ведет к стабилизации получаемого решения. 

Также можно получить интервал, в котором 

имеет смысл варьировать значение  . Обычно это 

интервал  min max;  , т.к. слишком маленькие зна-

чения   не стабилизируют систему, а слишком 

большие приведут к недообучению (underfitting). 

Алгоритм 2-го уровня 

Как было сказано ранее, для обоснованной 

оценки настроечных параметров необходимо исполь-

зовать критерий 2-го уровня, например алгоритм 

скользящего контроля. Обычно используется 1-крат-

ный скользящий контроль (leave-one-out cross-

validation), когда вся обучающая выборка длиной N  

разбивается  N  различными способами на две непе-

ресекающиеся подвыборки:  

– обучающая подвыборка  длиной N 1   

 

i

1 1 i 1 i 1 i 1 i 1 N N

S

(x , y ),..., (x , y ), (x , y ),...., (x , y ) ;   




 

–контрольная подвыборка длиной 1:  i i(x , y ) .  

Далее минимизируется критерий:  

 
N N

i i i
i 1 i 1

1 1
V LE (y LV )

N N
 

    ,  (6) 

где iLE  – ошибка вычисленная на контрольной под-

выборке для i -го разбиения, iLV  – прогноз модели в 

точке ix при обучении по выборке iS  [10].  

Однако такая минимизация приведет к большо-

му объему вычислений. Покажем, как избежать это-

го. 

Определим вектор iY  следующим образом: 

 
ji

j
i

y , j i
y

LV , j i


 


. (7) 

Можно показать что  1 i
i

i
LV K K ( ) Y    . Тогда: 

 

1 i
i S i ij j i

j

1
ii i i

LV f (x ) (K K ( )) (y y )

(K K ( )) (LV y ),





     

   


 (8) 

где 1
S i if (x ) (K K ( ) Y)    , т.е. прогноз модели в 

точке ix  при обучении по всей обучающей выборке. 

Тогда, перегруппировав слагаемые, получаем, что 

 
1 1

i ii i
i 1

ii

(K K ( ) Y) (K K ( )) y
LV

1 (K K ( ))

 



     


  
 (9) 

или в векторном представлении: 

 
 

 

1 1
m

1
v

K K ( ) Y diag K K ( ) Y
LV

diag I (K K ( )

 



      


  
.(10) 

Здесь в (10) деление происходит поэлементно; 

mdiag (M)  обозначает матрицу, на диагонали кото-

рой находятся числа iiM ; vdiag (M)  обозначает век-

тор, состоящий из элементов iiM . 

Соответственно вектор ошибок скользящего 

контроля будет иметь вид: 
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1 1
m

1
v

1 1

1 1
v v

LE Y LV

diag K K ( ) Y K K ( ) Y
Y

diag I (K K ( )

Y K K ( ) Y (I K K ( )) Y
.

diag I (K K ( ) diag I (K K ( )

 



 

 

  

      
  

  

       
 

     

(11) 

Кроме того, используя сингулярное разложение 

матрицы K , получим оценку: 

 

1 T 1 T

1 T

1

K K ( ) Q Q Q( I) Q

Q( I I)( I) Q

I K ( ).

 





      

      

  

  (12) 

Или  

 1 1I K K ( ) K ( )       . (13) 

Подставив (13) в (11), получим: 

 
1

1 1
v v

K ( )Y
LE

diag ( K ( )) diag (K ( ))



 

  
 

  
, (14) 

где, строго говоря,   также зависит от параметра  .  

Таким образом, вычислительная сложность вы-

числения критерия 2-го уровня резко уменьшается. 

Итоговый алгоритм 

Для рекуррентной идентификации нелинейных 

систем можно воспользоваться следующей схемой: 

1. На первом этапе строится матрица r,rK , а 

также её сингулярное разложение 
TK Q Q  . 

2. Далее, используя соотношение (14), методом 

линейного поиска в интервале  min max;   оцени-

вается наилучший параметр регуляризации  . 

3. По формулам (4) рекуррентно пересчитываем 

матрицу n,rK ( ) . 

4. В моменты времени, когда рекуррентный 

прогноз приводит к большим ошибкам, необходимо 

вначале пересчитывать параметр регуляризации, вос-

пользовавшись пунктом 2, а затем корректировать 

матрицу n,rK ( ) . 

Выводы 

Предложенный подход позволяет получать 

устойчивые и эффективные в вычислительном отно-

шении решения задачи рекуррентной идентификации 

в реальном масштабе времени. 

Существенное влияние на работу алгоритма 

оказывают такие настроечные параметры: r  – коли-

чество опорных векторов и m  – размерность вложе-

ния, оценка которых должна производиться на подго-

товительном этапе работы алгоритма. С одной сторо-

ны, это сужает область применения разработанного 

алгоритма, с другой стороны, изменение этих пара-

метров сигнализирует о существенном изменении 

структуры системы. 

Также представляет интерес конструирование 

более точного и статистически обоснованного крите-

рия для пересчета параметра регуляризации. В этом 

случае также появится возможность сегментирования 

рассматриваемого временного ряда в реальном мас-

штабе времени. 
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РЕКУРЕНТНЕ ОЦІНЮВАННЯ МАТРИЦІ ГРАММА  

ПРИ ІДЕНТИФІКАЦІЇ НЕЛІНІЙНИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

Л.М. Любчик, В.А. Колбасин 

Розглянуто задачу рекурентною ідентифікації нелінійної нестаціонарної динамічної системи на основі ядерних ме-

тодів в реальному масштабі часу. На основі методу ковзний контроль запропоновано алгоритм 2-го рівня для оцінки па-

раметра регуляризації. Запропоновано спосіб обчислення критерію якості для алгоритму другого рівня. 

Ключові слова: ядерні методи, матриця Грамма, регуляризації, ковзний контроль рекурентні алгоритми.. 

 
RECURRENT ESTIMATION OF TRANSFER GRAM MATRIX  

FOR IDENTIFICATION OF NONLINEAR NONSTATIONARY DYNAMIC SYSTEMS 

L. M. Lyubchyk, V.A. Kolbasin  

The problem of recursive identification of nonlinear time-dependent dynamical systems based on nuclear techniques in real 

time. On the basis of a sliding control algorithm level 2 to estimate the regularization parameter. The way of calculation of the quali-

ty criterion for the algorithm of the second level. 

Keywords: nuclear techniques Gram matrix, regularization, cross-validation, recursive algorithms. 

 

 


