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Введение 

Один из наиболее существенных недостатков 

классического метода анализа иерархий (МАИ) – 

возможность обработки лишь точечных оценок 

экспертов [1], что существенно сужает область 

применения метода при решении практических 

задач, которые характеризуются неопределенно-

стью нестохастического характера и неполнотой 

информации об исследуемых объектах или про-

цессах. 

Неточность в оценках экспертов можно выра-

зить с помощью интервальных оценок без распреде-

ления вероятностей, что приводит к необходимости 

применения интервальных и нечетких методов по-

лучения вектора приоритетов, и, следовательно, к 

разработке модифицированных МАИ на основе не-

четких экспертных оценок [2].  

В данных методах в качестве исходных данных 

используют нечеткие числа (треугольные или тра-

пециевидные). 

Модифицированный МАИ на основе нечетких 

экспертных оценок отличается от классического 

МАИ этапом формирования нечетких матриц по-

парных сравнений (МПС), методами получения 

вектора приоритетов и методами синтеза итогового 

решения. 

На этапе формирования нечетких МПС каждый 

эксперт составляет нечеткую МПС, в которой ука-

зывает результаты попарного сравнения объектов 

(критериев, альтернатив).  

Следующим этапом является расчет векторов 

приоритетов из полученных ранее нечетких МПС. 

Методы получения векторов приоритетов из нечет-

ких МПС с учетом арифметики нечетких чисел рас-

смотрены в работах [2 – 4]. 

Существуют следующие методы синтеза ито-

гового решения: 

– линейная свертка: классический метод Саати, 

дистрибутивный, идеальный синтез и метод группо-

вого учета бинарных отношений предпочтений аль-

тернатив с дистрибутивным синтезом [3]; 

– мультипликативная свертка: мультипликатив-

ный синтез; 

– нелинейная свертка: максиминный синтез. 

Вышеперечисленные методы предназначены 

для обработки точечных экспертных оценок, поэто-

му для метода анализа иерархий на основе нечет-

ких экспертных оценок необходимо выполнить мо-

дификации существующих методов синтеза итого-

вого решения. 

Цель работы – разработать методы синтеза 

итогового решения для метода анализа иерархий на 

основе нечетких экспертных оценок. 

Постановка задачи. Пусть 1 2 nP (P ,P ,...,P )  – 

множество альтернативных вариантов решений; 

1 2 mK (K ,K ,...,K )  – множество критериев; ijv  – 

матрица компонентов нечеткого вектора приорите-

тов альтернативы iP  по критерию jK :  

11 11 11 1m 1m 1m
1 2 3 1 2 3

ij

n1 n1 n1 nm nm nm
1 2 3 1 2 3

(v , v , v ) ... (v , v , v )

v ... ... ...

(v , v , v ) ... (v , v , v )

 
 

  
  
 

; 

Kj
w  – нечеткий вектор приоритетов критерия jK : 

Kj K1 K1 K1 Km Km Km
1 2 3 1 2 3w ((w ,w ,w ),..., (w ,w ,w )) . 

Необходимо найти нечеткий вектор глобаль-

ных приоритетов iW  альтернатив iP . 

Модификации методов  
синтеза итогового решения 

Определение наилучшей альтернативы для мо-

дифицированного метода анализа иерархий на ос-

нове нечетких экспертных оценок выполняется с уче-

том арифметики нечетких чисел. Поэтому предлага-

ется модифицировать следующие методы синтеза 

итогового решения [5 – 6]: классический метод Са-

ати, дистрибутивный, идеальный и мультипликатив-

ный синтез, метод группового учета бинарных отно-

шений предпочтений альтернатив с дистрибутивным 

синтезом, максиминный синтез для их дальнейшего 
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использования в МАИ на основе нечетких эксперт-

ных оценок. 

Модификация классического метода Саати (для 

нечеткого треугольного числа) состоит в следую-

щем:  

проводится иерархический синтез для взвеши-

вания векторов приоритетов весами критериев и 

рассчитывается сумма по всем соответствующим 

взвешенным компонентам векторов приоритетов 

уровня иерархий, который лежит ниже.  

Для определения нечеткого вектора глобаль-

ных приоритетов iW  в матрице компоненты нечет-

кого вектора приоритетов ijv  альтернативы iP  по 

критерию jK  умножаются на нечеткий вектор при-

оритетов критерия 
Kj

w  и результат суммируется: 

11 K1 11 K1 11 K1
1 1 2 2 3 3

1m Km 1m Km 1m Km
1 1 2 2 3 3

i

n1 K1 n1 K1 n1 K1
1 1 2 2 3 3

nm Km nm Km nm Km
1 1 2 2 3 3

((v w , v w ,v w ) ...

... (v w , v w ,v w )),

W ...

((v w , v w ,v w ) ...

... (v w , v w ,v w ))

    
 
    
 

  
 

    
 

    

. 

Затем соответствующие значения глобального 

вектора приоритетов каждой альтернативы сравни-

ваются между собой. Относительно выгодная аль-

тернатива имеет наивысшее значение глобального 

приоритета. 

В модификации метода дистрибутивного син-

теза (для нечеткого треугольного числа) нечеткий 

вектор глобальных приоритетов iW  рассчитывает-

ся по формуле: 

11 K1 11 K1 11 K1
1 1 2 2 3 3

1m Km 1m Km 1m Km
1 1 2 2 3 3

i

n1 K1 n1 K1 n1 K1
1 1 2 2 3 3

nm Km nm Km nm Km
1 1 2 2 3 3

((r w , r w , r w ) ...

... (r w , r w , r w )),

W ...

((r w , r w , r w ) ...

... (r w , r w , r w ))

    
 
    
 

  
 

    
 

    

,  

где ijr  – нормированные значения вектора приори-

тетов альтернатив: 

11 11 11 1m 1m 1m
1 2 3 1 2 3

n n
i1 i1 i1 im im im
1 2 3 1 2 3

i 1 i 1
ij

n1 n1 n1 nm nm nm
1 2 3 1 2 3

n n
i1 i1 i1 im im im
1 2 3 1 2 3

i 1 i 1

(v , v , v ) (v , v , v )
...

(v , v , v ) (v , v , v )

r ... ... ...

(v , v , v ) (v , v , v )
...

(v , v , v ) (v , v , v )

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

. 

Таким образом, выполняется условие  

n
ij

i 1

r (1,1,1)



  

для j 1,...,n  . 

В модификации метода идеального синтеза 

(для нечеткого треугольного числа) нечеткий вектор 

глобальных приоритетов iW  рассчитывается по 

формуле: 

11 K1 11 K1 11 K1
1 1 2 2 3 3

1m Km 1m Km 1m Km
1 1 2 2 3 3

i

n1 K1 n1 K1 n1 K1
1 1 2 2 3 3

nm Km nm Km nm Km
1 1 2 2 3 3

((r w , r w , r w ) ...

... (r w , r w , r w )),

W ...

((r w , r w , r w ) ...

... (r w , r w , r w ))

    
 
    
 

  
 

    
 

    

,  

где ijr  – нормированные значения вектора приори-

тетов альтернатив получаются путем деления каж-

дой компоненты нечеткого вектора приоритетов 

альтернатив на максимальное из значений компо-

нентов по данному критерию: 

11 11 11 1m 1m 1m
1 2 3 1 2 3

i1 i1 i1 im im im
1 2 3 1 2 3

i 1,..,n i 1,..,n

ij

n1 n1 n1 nm nm nm
1 2 3 1 2 3

i1 i1 i1 im im im
1 2 3 1 2 3

i 1,..,n i 1,..,n

(v , v , v ) (v , v , v )
...

max (v , v , v ) max (v , v , v )

r ... ... ...

(v , v , v ) (v , v , v )
...

max (v , v , v ) max (v , v , v )

 

 





















 


. 

В методе идеального синтеза на сумму норми-

рованных компонентов вектора приоритетов аль-

тернатив по каждому критерию не накладывается 

условие равенства единице. 

В модификации метода мультипликативного 

синтеза (для нечеткого треугольного числа) исполь-

зуется метод взвешенного произведения, согласно 

которому при сравнении альтернатив iP  и kP  рас-

считывается произведение: 

jw
ijn

i

kj
k j 1

P v
D

P v

  
      
   

 , i,k 1,...,n   

Если величина i

k

P
D

P

 
  
 

 больше или равна 

единице, тогда альтернатива iP  предпочтительнее 

альтернативы kP . 

Нечеткий вектор глобальных приоритетов iW  

рассчитывается следующим образом: 

n
ij

i

j 1

W r



 ,  

где 
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K1 KmK1 Kmw ww wK1 Km3 32 2
1 1

K1 KmK1 Kmw ww wK1 Km3 32 2
1 1

w w11 11 11 1m 1m 1m
1 2 3 1 2 3

ij

w wn1 n1 n1 nm nm nm
1 2 3 1 2 3

((v ) , (v ) , (v ) ) ... ((v ) , (v ) , (v ) )

r ... ... ...

((v ) , (v ) , (v ) ) ... ((v ) , (v ) , (v ) )

 
 
 

  
 
 
 

. 

Модификация метода группового учета бинар-

ных отношений предпочтений альтернатив с дис-

трибутивным синтезом (для нечеткого треугольного 

числа) состоит в декомпозиции задач на подзадачи, 

одновременно исследуется только пара альтернатив 

из всего множества альтернатив. 

Рассматриваются n(n 1) / 2  подзадач и опре-

деляются n(n 1) / 2  пар глобальных векторов прио-

ритетов альтернатив  

i k

ik ik
P P

(w ,w ) , 

где 
i

ik
P

w  – компонента глобального вектора приори-

тетов альтернативы iP  при одновременном рас-

смотрении только пары iP  и kP , i 1,...,n , которая 

рассчитывается по следующему алгоритму: 

Шаг 1. Определим  

 
ij

ij

ij kj

v
r , l i,k ,

v v
 


  

ij kjr r (1,1,1)  . 

Шаг 2. 
i

ik
P

W  рассчитывается по методу дистри-

бутивного синтеза: 

i

m
ik Kj ij
P

j 1

W (w r )



  . 

Шаг 3. Для объединения частных решений 

строится матрица  

i

k

ik
P

ik
P

w
D

w

 
 
  
 

, i,k 1,...,n , 

которая удовлетворяет всем свойствам традицион-

ной матрицs попарных сравнений: в которой аль-

тернативы попарно сравниваются относительно всех 

критериев, и матрицf попарных сравнений является 

обратносимметричной. 

Шаг 4. Вектор приоритетов, полученный из 

матрицы D , являются общим решением поставлен-

ной задачи. 

В модификации максиминного синтеза для 

определения нечеткого вектора глобальных приори-

тетов iW  в матрице компоненты нечеткого вектора 

приоритетов ijv  альтернативы iP  по критерию jK  

умножаются на нечеткий вектор приоритетов крите-

рия 
Kj

w  и выбирается минимальное значение: 

11 K1 11 K1 11 K1
1 1 2 2 3 3

1m Km 1m Km 1m Km
1 1 2 2 3 3

i

n1 K1 n1 K1 n1 K1
1 1 2 2 3 3

nm Km nm Km nm Km
1 1 2 2 3 3

min((v w ,v w ,v w ),...

..., (v w , v w ,v w )),

W ...

min((v w ,v w ,v w ),...

..., (v w , v w ,v w ))

   
 
   
 

  
 

   
 

   

. 

Далее соответствующие значения глобального 

вектора приоритетов каждой альтернативы сравни-

ваются между собой.  

Относительно выгодная альтернатива имеет 

максимальное значение. 

Модификации методов синтеза итогового ре-

шения для нечетких трапециевидных чисел анало-

гичны по структуре вышеприведенным модифика-

циям для нечетких треугольных чисел (с учетом 

особенностей трапециевидных чисел). 

Программная реализация  
методов синтеза итогового  

решения 

В работе выполнена программная реализация 

методов синтеза итогового решения для нечетких 

треугольных и трапециевидных чисел.  

Программа реализована в виде модуля «Мето-

ды синтеза итогового решения» для веб-ориен-

тированной групповой системы поддержки приня-

тия решений и позволяет: 

– структурировать проблему и строить набор 

альтернатив; 

– выделять характеризующие их критерии и за-

давать значимость этих критериев; 

– оценивать альтернативы по каждому из этих 

критериев; 

– предоставлять возможность эксперту вруч-

ную заполнять нечеткие МПС критериев одного 

уровня иерархии между собой, критериев нижнего 

уровня иерархии относительно критериев высшего 

уровня иерархии и альтернатив относительно кри-

териев; 

– определять векторы приоритетов из нечет-

ких МПС следующими методами: метод Чанга, 

модифицированный метод нечеткого программи-

рования предпочтений Михайлова, метод получе-

ния вектора приоритетов на основе генетического 

алгоритма [7];  

– ранжировать альтернативы: определять 

наилучшую альтернативу одним из следующих ме-

тодов синтеза итогового решения с учетом арифме-

тики нечетких чисел: классический метод Саати, 
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дистрибутивный, идеальный, мультипликативный и 

максиминный синтезы; 

– предоставлять информацию конечному поль-

зователю в удобном виде (вывод отчетов в формате 

*.html с возможностью просмотра в браузере); 

– предоставляет инструментарии для управле-

ния пользователями системы, модулями системы; 

отношением Пользователь/Анализ; методами анали-

зов, подключенных к системе; 

– проводить анализ решения и обосновывать 

полученные результаты. 

Выводы 

В работе решена актуальная задача в области 

поддержки принятия групповых решений, заклю-

чающаяся в расширении возможностей практиче-

ского использования модифицированного метода 

анализа иерархий на основе нечетких экспертных 

оценок. 

Научная новизна работы состоит в том, что 

получил дальнейшее развитие модифицированный 

метод анализа иерархий на основе нечетких экс-

пертных оценок.  

Усовершенствованы методы синтеза итогово-

го решения, которые отличаются от существующих 

возможностью определения итогового решения для 

нечетких экспертных оценок и позволяют получить 

наилучшую альтернативу при автоматизации про-

цесса принятия групповых решений.  

Практическая ценность работы заключается в 

том, что разработаны информационные техноло-

гии, которые реализуют методы синтеза итогового 

решения для модифицированного метода анализа 

иерархий на основе нечетких экспертных оценок 

при решении задач группового выбора. 
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МЕТОДИ СИНТЕЗУ ПІДСУМКОВОГО РІШЕННЯ  
НА ОСНОВІ НЕЧІТКИХ СУДЖЕНЬ ЕКСПЕРТІВ 

Н.О. Миронова 

Запропоновані методи синтезу підсумкового рішення для модифікованого методу аналізу ієрархій на основі нечіт-

ких експертних суджень. Розроблені інформаційні технології обробки нечітких експертних оцінок. 

Ключові слова: методи синтезу підсумкового рішення, модифікований метод аналізу ієрархій, задача прийняття 

групових рішень. 
 

METHODS OF SYNTHESIS OF FINAL DECISION  
BASED ON FUZZY JUDGEMENTS OF EXPERTS 

N.O. Mironova 

The methods of synthesis of final decision are proposed for the modified analytic hierarchy process based on fuzzy expert 

estimations. Developed information technologies of treatment of fuzzy expert estimation. 

Keywords: methods of synthesis of final decision, modified analytic hierarchy process, group decision problem. 


