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Введение 

Постановка проблемы. Задачи оптимального 

размещения объектов различной физической приро-

ды обладают теоретической ценностью и имеют 

важное прикладное значение. Множество практиче-

ских задач могут быть сформулированы и решены 

как задачи размещения. Однако, в подавляющем 

большинстве случаев рассматриваются задачи, в 

которых объекты размещения имеют фиксирован-

ные метрические характеристики и пространствен-

ную форму. Особый класс составляют задачи раз-

мещения объектов, метрические характеристики и 

пространственная форма которых может изменяться 

в процессе размещения и зависит от местоположе-

ния в области размещения. Оптимизационные зада-

чи этого класса являются математическими моделя-

ми большого количества практических задач, встре-

чающихся во многих областях человеческой дея-

тельности.  

К оптимизационным задачам размещения объ-

ектов с изменяемыми метрическими характеристи-

ками и пространственной формой сводятся задачи 

энергосбережения, распределения ограниченных 

ресурсов проектов, календарного планирования, 

проектирования промышленных систем с источни-

ками загрязняющих выбросов, размещения источ-

ников физических полей.  

Несмотря на значительную практическую цен-

ность, математический аппарат моделирования и 

решения таких задач разработан в недостаточной 

степени. 

Анализ предыдущих исследований и публи-

каций. Задача прямоугольного размещения является 

базовой для целого семейства оптимизационных  

задач теории исследования операций [1 – 2], в част-

ности, задач оптимального распределения ограни-

ченных ресурсов проекта. Такие задачи рассматри-

ваются как в однокритериальной, так и в многокри-

териальной постановках, при этом учитываются 

различные ограничения на размещение, диктуемые 

потребностями практических приложений [3 – 4]. 

Однако, как показывает анализ специальной науч-

ной литературы, класс задач прямоугольного раз-

мещения с изменяемыми метрическими характери-

стиками изучен в меньшей степени. Следует отме-

тить ряд публикаций, посвященных этой тематике. 

В работах [5, 6] проведена формализация системы 

геометрических ограничений оптимизационной за-

дачи размещения прямоугольных объектов с изме-

няемыми метрическими характеристиками. В рабо-

тах [7 – 9] выделены конструктивные свойства обла-

сти допустимых решений исходной оптимизацион-

ной задачи, на основании которых осуществлена 

линеаризации ограничений задачи.  

Целью статьи является построение модифи-

цированного точного и приближенного методов 

решения задачи на основе выделения дополнитель-

ных конструктивных свойств линеаризованной об-

ласти допустимых решений и их алгоритмическая и 

программная реализация. 

Изложение основного материала 

Постановка задачи. Рассмотрим следующую 

оптимизационную 2D задачу прямоугольного раз-

мещения. Пусть имеется конечный набор Ti, i 1, N , 

прямоугольных объектов размещения и прямо-

угольная область размещения   вида 

     



2x, y R x 0, Z , y 0, W ,

W const, Z var .

    

 
 

Положение объекта Ti в области  задается па-

раметрами размещения i i(x , y ) , i 1, N . 

Метрические характеристики i i(a ,b ),  i 1, N  

прямоугольных объектов размещения являются пе-

ременными, изменяющимися в диапазоне  
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i i min i max

i i min i max

i min i min

a a ,a ,

b b ,b ,

a ,b 0.







                       (1) 

Пусть площадь Si объекта Ti при изменении 

метрических характеристик остается неизменной:  

i imin imax imax iminS a b a b    , 

то есть  

i ib S/ a .                               (2) 

Оптимизационная задача формулируется сле-

дующим образом: 

необходимо разместить множество объектов 

размещения в области  без взаимных пересечений 

так, чтобы длина занятой части Z области  была 

минимальной, т.е. найти:  

KD R

cu min


 ,                             (3) 

где  1 1 1 N N Nu x , y ,a ,..., x , y ,a ,Z ;  с 0,...,0,1 , 

К=(3N+1) – размерность задачи (3), D  область до-

пустимых решений задачи, определяемая ограниче-

ниями вида 

Ti  ,                                  (4) 

 int Ti(ui)  int Tj (uj) =, i, j 1, N, i j  .       (5) 

Здесь ограничение (4) есть условие размещения 

объектов в области , а условие (5) задает попарное 

взаимное непересечение объектов размещения. 

Рассмотрим аналитическое описание ограниче-

ний (4) и (5).  

Условие размещения объекта Ti,  с учетом (1) в 

области  задается системой линейных и нелиней-

ных неравенств  

i

i i

i

i
i

i

i i max

i i min

x 0

z x a 0

y 0

S
W y 0

a

a a 0

a a 0




  
 



  

  


 

, i 1, N .                (6) 

Условие взаимного непересечения (5) с учетом 

(1) задается набором неравенств вида 

j i i

j i i i

i j j

i j j j

x x a 0

y y S / a 0

x x a 0

y y S / a 0

  

  

  

  

, i, j 1, N, i j  .         (7) 

Отметим основные свойства оптимизационной 

задачи (3), вытекающие из ее математической по-

становки. 

Свойство D_1. Область D   невыпуклое, не-

связное ограниченное точечное множество, имею-

щее кусочно-гладкую границу FrD  , 3NR  . 

Каждая компонента связности области допустимых 

решений  D  является многосвязной. 

Свойство D_2. Функция цели задачи (3) ли-

нейна. Следовательно, оптимальная точка 

KD R

u* arg min cu



  . 

Свойство D_3. Число ограничений 2N(N+2)  на 

область D  допустимых решений задачи (3), квадра-

тично зависит от числа размещаемых объектов.  

Свойство D_4. Функции вида i j jf (y , y ,a ) = 

=
j

i j
j

S
y y

a
   и i j if (y , y ,a ) = i

j i
i

S
y y

a
   являются 

выпуклыми [7]. 

Свойство D_5. Область D  допускает пред-

ставление в виде объединения конечного числа вы-

пуклых подобластей 
K

gD R  вида 

G

g
g 1

D D


  ,      KG   (4 )  .                (8) 

При этом подобласть gD  описывается систе-

мой gF (u) 0  N систем нелинейных неравенств 

вида (6) и N(N-1)/2  неравенств – по одному из каж-

дого набора неравенств вида (7). 

Свойство D_6. Функции вида  

1 i j if (y , y ,a )  = 
j

j i
i

S
y y

a
   

и    2 i j jf (y , y ,a )  = 
j

i j
j

S
y y

a
   

принадлежат к классу сепарабельных [10]. 

Свойство D_7. Для точки u* имеет место соот-

ношение gq
q 1

u* D


  . 

Те ограничения задачи вида (6), (7), которые 

обращаются в текущей точке u (в том числе в опти-

мальной u*) в равенства, называют активным набо-

ром. Из свойства D_7 следует, что для рассматрива-

емой задачи характерным является то, что размер-

ность J активного набора обычно больше величины  

K. 

Свойство D_8. Оптимальное решение u* зада-

чи определяется системой F*(u) 0  линейных и 

нелинейных уравнений  активного набора. Ранг си-

стемы F*(u) 0  равен K.  
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Ограничения системы F*(u) 0  называют ра-

бочим списком [11].  

Методы решения задачи (3). В силу cвойств 

D_1, D_5 области допустимых решений, оптимиза-

ционная задача (3) является многоэкстремальной. 

Поэтому для ее решения в зависимости от ее раз-

мерности необходимо развивать как точные методы 

локальной и глобальной оптимизации, так и при-

ближенные подходы. Рассмотрим подробнее эти 

группы методов. 

Точные методы глобальной и локальной опти-

мизации. Согласно [12] существует теоретическая 

возможность определения глобального минимума 

функции цели оптимизационной задачи (3), (6), (7).  

На основании свойства D_4 задача (3) принад-

лежит к классу задач комбинаторной нелинейной 

оптимизации. Общая идеология решения таких за-

дач состоит в построении дерева решений А, для 

упорядочения полного перебора подмножеств обла-

сти допустимых решений задачи, имеющих более 

простую структуру. На каждом таком подмножестве 

определяется локально-оптимальное решение зада-

чи. Следовательно, данная задача сводится к усе-

ченному перебору по дереву решений и решению 

конечного множества  =4
N(N-1) 

задач выпуклого 

программирования вида 

K
gD R

cu min


 ,                             (9) 

каждая из которых формируется на соответствую-

щей вершине дерева решений А.  

Решение задачи (9) на системе gF (u) 0  явля-

ется локальным минимумом задачи (3). 

Приближенные методы решения задачи. Од-

ним из наиболее интересных приближенных подхо-

дов является метод, основанный на оптимизации по 

группам переменных. Основные этапы метода тако-

вы: 

Этап 1. Определение рационального решения 

задачи на базе модифицированного метода оптими-

зации по группам переменных. 

Этап 2. Перебор локальных экстремумов, ос-

нованный на переопределении порядка размещения 

объектов.   

В данной работе будем считать, что способ за-

дания последовательности размещения объектов, 

например, метод сужающихся окрестностей [13], 

генетический алгоритм [14] или реализация датчика 

случайных чисел, известен. 

Общая схема этапа 1 метода оптимизации по 

группам переменных, такова [13]: 

1.1 Объекты размещаются по одному согласно 

заданной последовательности номеров. Ранее раз-

мещенные объекты считаются неподвижными. 

1.2 Размещение текущего объекта Ti произво-

дится с учетом требования минимизации длины за-

нятой части области размещения. 

Таким образом, на каждой i-й итерации метода 

оптимизации по группам переменных решается за-

дача вида 

                    
 i i i ix ,y ,a D

min Z


,                             (10) 

где область iD   трехмерное сечение подобласти 

3iD R  допустимых решений D основной задачи 

при l l lx , y ,a const,  l 1,i 1;   i i ix , y ,a var , об-

ласть D  сформирована ограничениями (4), (5) для 

набора объектов  l l 1,i
T ,


. 

Линеаризация ограничений области D. В ра-

боте [6, 9] предложена методика глобальной линеа-

ризации нелинейных ограничений оптимизационной 

задачи (3), (6), (7), позволяющая провести ее линей-

ную аппроксимацию с любой заранее заданной точ-

ностью без увеличения размерности К пространства 

параметров R
K
, которому принадлежит область до-

пустимых решений задачи. 

Рассматриваемое преобразование LD D


 , 

L KD R  состоит в замене нелинейных функций 

ограничений из (6) и (7) соответствующими линей-

ными функциями. 

Количество n звеньев аппроксимации зависит 

от точности аппроксимации : 

n n
kmax(d d )   , 

где nd , n
kd  – коэффициенты уравнений секущей, 

соединяющей смежные узлы аппроксимации, и ка-

сательной к текущему сегменту нелинейной функ-

ции.  

Выпуклость функций (cвойство D_4) означает, 

что даже если точность  аппроксимации такова, что 

есть необходимость их аппроксимации более чем 

одной линейной функцией, то линеаризованное 

описание данного участка границы FrD   задает-

ся системой указанных  линейных функций.  

Таким образом, отображение   при n=1 имеет 

вид:  

i i j i(a (y y ) S )    n
i i j ija (y y ) d    , 

где                       A /   , B/   ,  

nd d /  , 2 2A B   , 

A=bimax – bimin, B=aimax – aimin,  

n
ijd = biminB – aimaxA. 

Аппроксимация i i i(W y S / a )    функции 

ограничения (6)  проводится аналогично.  
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Основные свойства отображения   таковы. 

Свойство _1. Вследствие проведения преоб-

разования L
g gD D


  выпуклая линейная подобласть 

L
gD  принадлежит тому же пространству, что и ис-

ходная подобласть gD .  

Свойство _2. Однократное применение дан-

ного преобразования при n=1 не увеличивает коли-

чества ограничений задачи. При этом линейная ап-

проксимация набора (6) нелинейных ограничений 

принимает вид 

j i i

n
i j i ji

i j j

n
i i j ij

x x a 0

a (y y ) d 0

x x a 0

a (y y ) d 0

  

    

  

    

, i, j 1, N, i j  .   (11) 

Свойство _3. При многократном примене-

нии аппроксимирующих процедур количество огра-

ничений увеличится, но число G подмножеств gD  

останется таким же. Следовательно, характеристики 

дерева решений А, применяемого для упорядочения 

подмножеств gD  с целью получения глобально-

оптимального решения, такие как количество уров-

ней и количество вершин дерева, добавляемых на 

каждом его промежуточном уровне, остаются неиз-

менными. 

Модификация метода локальной оптимиза-

ции линеаризованной задачи. Линеаризованная 

задача на подмножестве 
L
gD  имеет вид: 

L K
gD R

cu min


 ,                            (12) 

где область 
L
gD  задается системой  

L n
gF (u) d  

линейных ограничений. 

Рассмотрим (m+1)-ю итерацию схемы активно-

го набора [11] для решения оптимизационной зада-

чи (12)  

m 1 m m mu u   u p     ,                   (13) 

где mu  – значения переменных на предыдущей 

итерации; mu  – шаг, p
m
 – направление спуска. 

В точке u
m
 определяются знаки компонент век-

тора множителей Лагранжа   как решения соответ-

ствующей невырожденной системы линейных урав-

нений вида: 

TH c  ,                                (12) 

где H
Т
 – транспонированная матрица коэффициен-

тов ограничений активного набора в рассматривае-

мой точке. 

В силу особенностей вектора коэффициентов 

функции цели с вектор множителей Лагранжа  есть 

К-й столбец матрицы TH .  

Если все компоненты 0  , то u
m
 есть реше-

ние задачи (12). Если некоторый s 0  , то направ-

ление р
h
 определяется как решение линейной систе-

мы вида  

m
sHp e , (15) 

где es обозначен s-й столбец единичной матрицы, 

т.е. р – s-й столбец матрицы 1H  (s-я строка матри-

цы T 1(H ) ).  

Для множества V всех неактивных на m-ой 

итерации метода ограничений задачи (10) вычисля-

ется верхняя оценка    

n T m
v v

T mv
v

T m
v

T m
v

d h u
min ,

h p

если h p 0 , v V,

,

если h p 0 для всех v V

 




    




 

     (16) 

шага mu , реализующего равенство  

T m m m n
v ijh (u p ) d  , г 

де v –индекс неактивного ограничения. 

Реализация свойства D_8 означает, что вектор 

u
m
 может одновременно удовлетворять два ограниче-

ния набора (11), например, первое и второе. В таком 

случае в качестве неактивного ограничения выступа-

ет то, для которого оценка шага mu  больше. 

Особенности поиска приближенного реше-

ния основной задачи в линеаризованной поста-

новке. Задача (8) Этапа 1 метода оптимизации по 

группам переменных, имеет дискретно-контину-

альную природу, вследствие чего на каждой i-й ите-

рации может быть представлена как конечный набор 

  задач одномерной непрерывной оптимизации с 

эндогенным параметром ai. Количество таких задач 

определяется числом вершин области D , которая 

очевидно, является невыпуклой.  

Программная реализация методов решения. 

Разработанные методы поиска локально-оптималь-

ного и приближенного решения оптимизационных 

задач размещения прямоугольных объектов с изме-

няемыми метрическими характеристиками про-

граммно реализованы в среде визуального програм-

мирования Delphi 7.0, язык программирования 

Object Pascal 6.0.  
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Проведены численные эксперименты, в кото-

рых рассмотрено множество задач размещения 

наборов прямоугольников с разными метрическими 

характеристиками. 

Получены оценки вычислительной сложности 

предложенных алгоритмов. Сравнение эмпириче-

ских оценок вычислительной сложности решения 

задач размещения прямоугольников с постоянными 

и изменяемыми метрическими характеристиками 

показало, что учет изменяемости метрических ха-

рактеристик практически не влияет на оценку вы-

числительной сложности алгоритма решения.  

Выводы и направления  

дальнейших исследований 

Выделены дополнительные свойства области 

допустимых решений задачи размещения прямо-

угольников с изменяемыми метрическими характе-

ристиками в исходной и линеаризованной постанов-

ках.  

Рассмотрены, алгоритмически и программно 

реализованы точные и приближенные подходы к 

решению данного класса задач размещения.  

Предложенное математическое, алгоритмиче-

ское и программное обеспечение является основой 

решения ряда важных прикладных задач управления 

ограниченными ресурсами проектов при учете до-

полнительных ограничений.   
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Запропоновано точні та наближені методи та алгоритмічна реалізація розв'язання оптимізаційної задачі розмі-

щення прямокутних геометричних об'єктів із змінними метричними характеристиками. 
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