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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КООРДИНАТНОЙ ПРИВЯЗКИ  

СЕЛЬСКОХОЗЯЙСТВЕННЫХ ПОЛЕЙ УКРАИНЫ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  
GPS АППАРАТУРЫ НА ГЕОСТАЦИОНАРНОЙ ОРБИТЕ 

  
Проводится краткий анализ GPS аппаратуры, как спутниковой многопозиционной измерительной си-

стемы. Делается краткий вывод о том, что по принципам построения и функционирования GPS аппарату-

ра соответствует многопозиционной радиолокационной системе. Рассматриваются особенности коорди-

натной привязки сельскохозяйственных полей Украины с помощью спутниковой радионавигационной си-

стемы на геостационарной орбите. Предлагается перейти от глобального к региональному уровню реше-

ния задач спутниковой навигации. Для координатной привязки сельскохозяйственных полей Украины пред-

лагается использовать созвездие радионавигационных спутников только на геостационарной орбите. Про-

изводится синтез созвездия спутников. Предлагается сократить число радионавигационных аппаратов с 

24-х до 2-х. Оценивается потенциальная точность определения географических координат сельскохозяй-

ственных объектов Украины. Формулируются цели дальнейших исследований. 
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Введение 

Постановка проблемы в общем виде. GPS 

аппаратура является элементом спутниковых радио-

навигационных систем (GPS, Глонасс, Галилео)  

[1 – 3]. В состав GPS аппаратуры входит созвездие 

из 24 и более радионавигационных спутников и ра-

дионавигационные приемники по числу потребите-

лей. Каждый приемник на своей пространственной 

позиции производит первичные измерения псевдо-

дальностей и псевдоскоростей беззапросным мето-

дом с привязкой результатов измерений к низкоточ-

ной кварцевой шкале времени. После получения 

первичных измерений от 4 и более одновременно 

видимых спутников, измерения привязываются к 

высокоточной атомной международной шкале ча-

стоты и времени. 

По принципам построения и функционирова-

ния GPS аппаратура соответствует многопозицион-

ной радиолокационной системе [4, 5]. В настоящей 

работе статистические характеристики обнаружения 

первичных сигналов и измерения их параметров 

(времен задержки сигналов и допплеровских сдви-

гов частоты) оставим без изменений. Основное вни-

мание сосредоточим на многопозиционных характе-

ристиках GPS  аппаратуры: количестве размещений 

радионавигационных спутников на орбите.  

Цель статьи – проанализировать математиче-

скую модель координатной привязки сельскохозяй-

ственных полей Украины с использованием GPS 

аппаратуры на геостационарной орбите.  

Анализ последних достижений и публика-

ций. В известных работах [6 – 13] определено, что 

координатная привязка сельскохозяйственных по-

лей предполагает работу с электронными картами 

полей как геоинформационной базой, на основании 

которой проводятся практически все агрохимиче-

ские и агротехнические операции. 

Для получения координат контуров полей и их 

участков во всех работах предлагается использовать 

GPS приёмники. Однако при работе в составе кос-

мических радионавигационных систем (GPS, 

ГЛОНАСС, ГАЛИЛЕО) координаты объектов нави-

гации могут измеряться со среднеквадратической 

ошибкой 30 – 40 м [1, 2], что может быть недостаточ-

ным для выполнения сельскохозяйственных работ. 

Для повышения точности измерений до санти-

метрового уровня и выше требуется использовать до-

полнительные улучшающие подсистемы (региональ-

ные и локальные), что вызывает существенное услож-

нение спутниковых радионавигационных систем. 

Постановка задачи и изложение  

материалов исследования 

В настоящей работе предлагается перейти от 

глобального к региональному уровню решения за-

дач координатной привязки сельскохозяйственных 

полей, использовать радионавигационные спутники 

на геостационарной орбите, сократить число аппа-

ратов с 24-х до 2-х, ограничить измерения коорди-

нат сельскохозяйственных объектов Украины изме-

рениями только двух географических координат и за 
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счёт этого повысить точность измерений.    

В работах [3, 10, 11] показано, что для измере-

ния координат объектов навигации с помощью 

спутниковых радионавигационных аппаратов необ-

ходимо: 

– проводить измерение времени задержки 

навигационных сигналов запросным методом; 

– обеспечить прямую видимость навигацион-

ных спутников со всеми сельскохозяйственными  

объектами, находящимися на территории региона 

(территории Украины); 

– ограничить измерение координат сельскохо-

зяйственных объектов измерениями двух географи-

ческих координат (широты и долготы); 

– созвездие радионавигационных спутников 

ограничить двумя одновременно видимыми радио-

навигационными спутниками; 

– обеспечить угол между ортами векторов, 

направленных от сельскохозяйственных объектов на 

два геостационарных космических аппарата (ГКА), 

равным или близким к 
2


. 

Для дальнейших исследований территорию 

Украины ограничим восточной и западной долготой 

( в  и з ) и северной и южной широтой ( N  и S ) 

(рис. 1). 

 

 

 

 
 

 

Рис. 1. Территория Украины 

 

Для расчётов принимаем: в =25 в.д., 

з =45в.д., N =50с.ш., S = 40с.ш. 

Параметры орбиты следующие: орбита круговая 

( E 0 ), радиус-вектор орбиты ( зR H 42188  км) 

[14, 15], где E  – эксцентриситет орбиты, зR  – ради-

ус Земли, H  – высота спутника. 

Учтём, что для ГКА, находящихся в плоскости 

экватора, их эфемериды H , КА  и КА  сводятся к 

обоснованию только высоты и текущих долгот ГКА 

КА , при этом КА =0. При КА =0 долготы точек 

ГКА должны удовлетворять двум условиям:  

– обеспечение прямой видимости ГКА с сель-

скохозяйственными объектами; 

– обеспечение ортогональности ортов векторов 

ГКА  –  сельскохозяйственные объекты. 

С учётом задач координатной привязки сель-

скохозяйственных полей поставим задачу определе-

ния географических координат сельскохозяйствен-

ных полей на территории Украины с использовани-

ем радионавигационных спутников только на гео-

стационарной орбите. Задача определения коорди-

нат сельскохозяйственных полей Украины должна 

решаться круглосуточно. 

Обеспечение прямой видимости ГКА с сель-

скохозяйственными объектами. Перейдём от гео-

графических координат ( , )   к прямоугольным 

геоцентрическим координатам (x, y,z)  по правилам 

перехода от сферических координат к прямоуголь-

ным координатам  [16]: 

x cos( )cos( ),

y sin( )cos( ),

z sin( ),

   


   
   

                       (1) 

где   – модуль радиус-вектора объекта наблюдения 

(сельскохозяйственного объекта), зR  . 

Для сельскохозяйственных объектов с учетом 

(1) получаем 

 

з

з

з

x R cos( )cos( ),

y R sin( )cos( ),

z R sin( ).

  


  
  

                     (2) 

Для ГКА запишем 

 

ГКА з ГКА

ГКА з ГКА

ГКА

x (R H)cos( ),

y (R H)sin( ),

z 0.

  


  
 

              (3) 

В выражении (3) учтено, что для всех ГКА 

ГКА 0  , ГКАz sin( ) 0    . 

Условие прямой видимости между ГКА и сель-

скохозяйственными объектами с координатами  

( , )   запишем по правилам скалярного произведе-

ния векторов как (рис. 2): 

1 2

1 2

R R
cos( ) ,

R R
                            (4) 

где   – угол между векторами 1R  и 2R ; 

1R  – радиус-вектор сельскохозяйственного 

объекта; 

2R  – вектор между сельскохозяйственным 

объектом и ГКА. 

Из геометрического построения (рис. 2) следу-

ет, что при ( ... )
2


    всегда обеспечивается прямая 

видимость ГКА – сельскохозяйственный  объект.  

В соответствии с геометрическими построени-

ями  (рис. 2): 

φN 

φS 

 
λ3 

 

λв 
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Рис. 2. Геометрическое положение ГКА  

относительно сельскохозяйственного объекта 

 

1 з з з

2 з з ГКА

з з ГКА з

R (R cos( )cos( ),R sin( )cos( ),R sin( )),

R (R cos( )cos( ) (R H)cos( ),

R sin( )cos( ) (R H)sin( ),R sin( )).

      


     


     

 

Предельное значение угла   составляет 
2


  , 

что соответствует углу возвышения ГКА относи-

тельно сельскохозяйственного объекта равному 0. В 

связи с этим пределы изменения долготы точки сто-

яния ГКА целесообразно выбрать в пределах  

ГКА 0 ГКАпред    , где 0  – долгота сельскохо-

зяйственного объекта. 

Вычисление предельного значения долготы 

точки стояния ГКА. Учтём, что предельное значе-

ние долготы точки стояния ГКА соответствует углу 

ГКА – сельскохозяйственный объект  
2


  . 

Следовательно, основное уравнение (4) для 

нахождения предельной долготы точки стояния 

ГКА преобразуется к виду 

1 2R R 0 .                               (5) 

После вычисления по правилам получения ска-

лярного произведения векторов 1R  и 2R  получим 

2 2 2
1 2 з з з ГКА

2 2 2
з з з

2 2
ГКА з

R R R cos ( )cos ( ) R (R H)cos( )

cos( )cos( ) R sin ( )cos ( ) R (R H)

sin( )cos( )sin( R sin ( ) 0.

      

        

      

 

После преобразований найдём  

з
ГКА

з

R
cos( ).

(R H)cos( )
  

 
 

Окончательно получим следующую расчётную 

формулу для определения предельной долготы точ-

ки стояния ГКА: 

з
ГКАпред

з

R
arccos .

(R H)cos( )

 
     

  
         (7) 

В соответствии с (7) предельная прямая види-

мость с сельскохозяйственным объектом, располо-

женным на восточной границе Украины, находится 

как 

з
ГКАпред в

з

R
arccos ,

(R H)cos( )

 
     

  
 

а для объектов, расположенных на западной границе, 

з
ГКАпред з

з

R
arccos .

(R H)cos( )

 
     

  
 

При этом объекты, расположенные на южных 

широтах S , будут наблюдаться лучше, чем объек-

ты на северных широтах N , т.к. 

S Ncos( ) cos( )   . 

Для получения количественных значений пре-

дельных долгот ГКАпред  принимаем в =25 в.д., 

з =45в.д., N   =50с.ш., ( зR H 42188  км) 

[15]. 

Для таких исходных данных предельное значе-

ние долгот точек стояния ГКА составляет величины 

ГКАв 25 78 103 ,     

ГКАз 45 78 123 .     

Полученные значения предельных долгот точек 

стояния ГКА соответствуют условиям прямой ви-

димости сельскохозяйственных объектов только по 

одну сторону от ГКА. Для двухстороннего обзора 

(рис. 3) расчётная формула (7) изменится следую-

щим образом 

з
ГКАпред

з

R
arccos .

(R H)cos( )

 
    

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 3. Двусторонний обзор с борта ГКА 

 

С учётом двухстороннего обзора получим сле-

дующие значения предельных долгот точек стояния 

ГКА: 

0 

 
R3 

 

ГКА 

R3 
(λ, φ) 

 

θ 

0 

ГКА 
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ГКАв 25 78 53 ...103 ,     

ГКАз 45 78 33 ...123 .     

Графики долгот точек стояния двух ГКА отно-

сительно сельскохозяйственных объектов Украины 

представлены на рис. 4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Графики долгот точек стояния ГКА 

 

Из рис. 4 определим долготы точек стояния ГКА 

при условии прямой видимости сельскохозяйственных 

объектов Украины одновременно двумя ГКА. 

Диапазон долгот точек стояния одновременно 

двух видимых ГКА составляет 33°з.д. - 103°в.д. 

Крайние значения углов точек стояния ГКА 

оказались симметрично расположенными относи-

тельно территории Украины (рис. 5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5. Расположение долгот точек стояния ГКА 

относительно территории Украины 

 

В этом случае обеспечиваются одинаковые 

условия наблюдения сельскохозяйственных объектов 

Украины и одинаковые точности измерения их коор-

динат. В связи с этим для дальнейших исследований 

будем считать, что ГКА №1 расположен на долготе 

λ1=33° з.д., а ГКА №2 – на долготе λ2 =103° в.д. 

Для окончательного принятия решения о раз-

мещении ГКА на стационарной орбите необходимо 

оценить величину угла   между двумя векторами, 

направленными от сельскохозяйственного объекта 

до ГКА №1 и ГКА №2 и выбрать такое расположе-

ние ГКА, при котором 
2


   или близко к 

2


. 

Оценка потенциальной точности измерения 

координат сельскохозяйственных объектов 

Украины. Поставим и решим оптимизационную 

задачу обоснования долгот точек стояния ГКА по 

критерию максимальной точности измерения коор-

динат сельскохозяйственных объектов Украины. 

Для оценки потенциальной точности измерения ко-

ординат объектов будем использовать геометриче-

ский фактор космической навигационной системы 

PDOP-ГИС, численно обратно пропорциональный 

площади, заключённой между ортами векторов, 

направленных от сельскохозяйственного объекта на 

ГКА №1 и ГКА №2  [10, 11]. 

PDOP-ГИС=
1

2S
, 

где S  – площадь, заключённая между ортами рас-

сматриваемых векторов, 

1
S sin( )

2
   [16]. 

При величине 
2


  , 

1
S sin( )

2
   PDOP-

ГИС= sin( ) =1. В этом случае погрешность измере-

ния координат объектов минимальна и равна  

d dPDOP ГИС ,       

где d  – погрешность измерения дальностей от 

объекта до ГКА. 

В других случаях 

d .
sin( )


 


 

Вычислим величину угла  , значение геомет-

рического фактора PDOP-ГИС и погрешность изме-

рения координат сельскохозяйственных объектов 

Украины. Предварительно проведём геометрические 

построения (рис. 6). 

Из геометрических построений (рис. 2) следует 

что: 

з 1 з в 1

3 з 1 з в 1

з 1

(R H)cos( ) R cos( )cos( )
180 180 180

R (R H)sin( ) R sin( )cos( ) ,
180 180 180

R sin( )
180

   
     

 
   

     
 
 

   
 

 

з 2 з в 1

4 з 2 з в 1

з 1

(R H)cos( ) R cos( )cos( )
180 180 180

R (R H)sin( ) R sin( )cos( ) ,
180 180 180

R sin( )
180

   
     

 
   

     
 
 

   
 

з 1 з з 1

5 з 1 з з 1

з 1

(R H)cos( ) R cos( )cos( )
180 180 180

R (R H)sin( ) R sin( )cos( ) ,
180 180 180

R sin( )
180

   
     

 
   

     
 
 

   
 

ГКАв 

ГКА3 

 

55°з.д. 33°з.д. 

 

103°в.д. 

 
123°в.д. 

 

ГКА 

 

33°з.д. 25°з.д. 

 

45°в.д. 

 

103°в.д. 

 

Δλ=8° Δλ=58° 

 

ГКА  

в
 з  
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Рис. 6. Геометрическое положение  

сельскохозяйственного объекта с координатами 

( , )   относительно двух ГКА 
 

з 2 з з 1

6 з 2 з з 1

з 1

(R H)cos( ) R cos( )cos( )
180 180 180

R (R H)sin( ) R sin( )cos( ) .
180 180 180

R sin( )
180

   
     

 
   

     
 
 

   
 

 

 

Для вычисления угла   воспользуемся прави-

лами вычисления скалярного произведения векторов 

[16]. Для вычисления скалярного произведения век-

торов будем использовать алгоритмы и программы 

MathCAD 14 Enterprise. При принятых исходных 

данных, а также при 1 33 з.д.   и 2 103 в.д.   

получаем 1 117,686   и 2 117,686  , что значи-

тельно превышает требуемое значение 
2


  . 

Не трудно убедиться, что при 1 7 з.д.   и 

2 77 в.д.   значения углов 1  и 2  становятся 

равными 1 90,566   и 2 90,566  , что является 

приемлемым. 

Дальнейшее уточнение углов 1  и 2  необхо-

димо проводить с учётом потребностей конкретных 

пользователей геоинформационной информации и с 

учётом международных ограничений на долготы 

точек стояния ГКА, а также ограничений на воз-

можности вывода ГКА на орбиту, ограничений на 

возможности космодромов и другие ограничения, 

что выходит за пределы настоящей статьи. В связи с 

этим остановимся на рекомендации 1 7 з.д.   и 

2 77 в.д.   Схема синтезированного созвездия 

ГКА  представлена на рис. 7. 

 

 
 

Рис. 7. Схема синтезированного созвездия ГКА 

Выводы и направления  

дальнейших исследований 

Таким образом, исходя из изложенного выше 

материала, можно сделать следующие выводы. 

1. По принципам построения и функциониро-

вания GPS аппаратура соответствует многопозици-

онной радиолокационной системе. 

2. Разработана математическая модель измере-

ния географических координат сельскохозяйствен-

ных полей Украины с использованием радионавига-

ционных космических аппаратов на геостационар-

ной орбите. 

3. Модель включает математические соотно-

шения, определяющие: прямую видимость космиче-

ских аппаратов с сельскохозяйственными объектами 

Украины; значение предельных долгот точек стоя-

ния аппаратов на геостационарной орбите; потенци-

альную точность измерения координат сельскохо-

зяйственных объектов; созвездие геостационарных 

космических аппаратов (их число и расстановку). 

4. Результаты теоретических расчётов под-

тверждены результатами имитационного моделиро-

вания. 

5. Для обеспечения максимальной точности 

измерения координат сельскохозяйственных объек-

тов на территории Украины созвездие геостацио-

нарных космических аппаратов должно содержать 

не менее двух ГКА в плоскости экватора на высоте 

35817км. Долготы точек стояния ГКА должны со-

ставлять 1 7 з.д.   и 2 77 в.д.   

6. Измеряться должны две географические ко-

ординаты сельскохозяйственного объекта (широта и 

долгота). 

7. Время задержки радионавигационных сигна-

лов необходимо измерять запросным методом. 
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8. В качестве первичных необходимо использо-

вать измерения дальностей от сельскохозяйствен-

ных объектов до двух ГКА. 

9. В синтезированном созвездии ГКА обеспечива-

ется максимальная точность измерения координат 

сельскохозяйственных объектов. Погрешность измере-

ния равна погрешности измерения дальности до ГКА. 

Целью дальнейших исследований является раз-

работка математической модели региональной нави-

гационной спутниковой системы Украины 

(РЕНАСС-У). 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КООРДИНАТНОЇ ПРИВ’ЯЗКИ СІЛЬСКОГОСПОДАРСЬКИХ ПОЛІВ УКРАЇНИ  

З ВИКОРИСТАННЯМ GPS АПАРАТУРИ НА ГЕОСТАЦІОНАРНІЙ ОРБІТІ 

Д.В. Голкін, О.С. Гребень, В.Г. Худов 

Проводиться короткий аналіз GPS апаратури, як супутникової багатопозиційної вимірювальної системи. Ро-

биться короткий вивід про те, що по принципах побудови і функціонування GPS апаратура відповідає багатопозиційній 

радіолокаційній системі. Розглядаються особливості координатної прив'язки сільськогосподарських полів України за 

допомогою супутникової радіонавігаційної системи на геостаціонарній орбіті. Пропонується перейти від глобального 

до регіонального рівня вирішення завдань супутникової навігації. Для координатної прив'язки сільськогосподарських 

полів України пропонується використовувати сузір'я радіонавігаційних супутників тільки на геостаціонарній орбіті. 

Проводиться синтез сузір'я супутників. Пропонується скоротити число радіонавігаційних апаратів з 24-х до 2-х. Оці-

нюється потенційна точність визначення географічних координат сільськогосподарських об'єктів України. Формулю-

ються цілі подальших досліджень. 

Ключові слова: математична модель, координатна прив'язка, сільськогосподарські поля, навігаційна апаратура, 

геостаціонарна орбіта. 
 

MATHEMATICAL MODEL OF CO-ORDINATE ATTACHMENT OF THE AGRICULTURAL FIELDS OF UKRAINE 
 WITH THE USE OF GPS OF APPARATUS ON GEOSTATIONARY ORBIT  

D.V. Golkin, A.S. Greben, V.G. Khudov 

The short analysis of GPS of apparatus is conducted, as a satellite multiposition measuring system. A short conclusion is 

done that on principles of construction and functioning of GPS an apparatus corresponds the multiposition radio-location sys-

tem. The features of co-ordinate attachment of the agricultural fields of Ukraine are examined by the satellite radio navigation 

system on a geostationary orbit. It is suggested to pass from the global to the regional level decision of tasks of satellite naviga-

tion. For co-ordinate attachment of the agricultural fields of Ukraine it is suggested to utillize constellation of radio navigation 

vehicles  only on a geostationary orbit. The synthesis of constellation of спутников is made. It is suggested to shorten the num-

ber of radio navigation vehicles from 24th to 2th. Potential exactness of determination of geographical co-ordinates of agricul-

tural objects of Ukraine is estimated. The aims of further researches are formulated. 

Keywords: mathematical model, co-ordinate attachment, agricultural fields, navigation apparatus, geostationary orbit. 
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