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Анализируются результаты сравнения значений коэффициента охвата для композиции закона распре-

деления Стьюдента с равномерным, нормальным и арксинусным законами распределения, полученные ме-
тодом Монте-Карло и с помощью эффективного числа степей свободы. Рассмотрена методика получения 
расширенной неопределенности и коэффициента охвата с учетом законов распределения вкладов неопре-
деленности типа В без использования метода Монте-Карло.  
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Введение 
При реализации модельного подхода к оцени-

ванию неопределенности измерений, в соответствии 
с базовым алгоритмом GUM [1], расширенная неоп-
ределенность, приписываемая результату измере-
ния, определяется как произведение суммарной 
стандартной неопределенности на коэффициент ох-
вата.  

При наличии вкладов неопределенности типа А 
этот коэффициент предлагается рассчитывать как 
коэффициент Стьюдента для эффективного числа 
степеней свободы eff , определяемого по формуле 
Велча-Саттерсвейта. Основным недостатком такого 
подхода является игнорирование при этом законов 
распределения вкладов неопределенности типа В, 
которые могут быть доминирующими в бюджете 
неопределенности.  

Для устранения этого недостатка модельного 
подхода было разработано Дополнение 1 к GUM [2], 
в основе которого лежит так называемый закон рас-
пространения распределений, реализуемый методом 
Монте-Карло (ММК).  

Другим достоинством метода Монте-Карло яв-
ляется устранение методической погрешности ли-
неаризации.  

Следует отметить, что реализация метода ММК 
хотя и не представляет существенных трудностей 
[3], однако требует использования специализиро-
ванного программного средства, что препятствует 
широкому распространению этого метода.  

Целью статьи является исследование методи-
ки вычисления коэффициента охвата расширенной 
неопределенности, позволяющей с приемлемой точ-
ностью оценивать расширенную неопределенность 
измерения без применения специализированных 
программных средств.  

Исследование достоверности оценки 
коэффициента охвата на основе 

эффективного числа  
степеней свободы 

Исходная модель для исследования коэффициен-
та охвата при расчете расширенной неопределенно-
сти основывалась на следующих ранее обоснован-
ных положениях [4, 5]: 

1. Все вклады неопределенности типа А в бюд-
жете неопределенности можно объединить в единый 
вклад, суммарная стандартная Au (y)  и расширен-
ная AU  неопределенности которого оцениваются 
по формулам [4]: 

m
2

A A i
i 1

u (y) u (y )


  ,                       (1)       

m
2 2

A 0,95 i A i
i 1

U t (ν )u (y )


  ,                    (2) 

где A iu (y )  − некоррелированные вклады неопреде-
ленности типа А;  

0,95 it (ν )  − коэффициент Стьюдента для вероят-

ности 0,95 и числа степеней свободы i iν n 1  , 
соответствующего i -у вкладу; 

in − число измерений, проведенное при оцени-
вании i -го вклада неопределенности.     

Примечание: при наличии наблюдаемой кор-
реляции двух или нескольких входных величин с 
одинаковым числом измерений n , коэффициент 
охвата коррелированного блока равен коэффици-
енту Стьюдента с числом степеней свободы 

n 1    [5], а стандартная неопределенность бло-
ка определяется по формуле (1) или методом при-
ведения. 
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2. Все вклады неопределенности типа В  в 
бюджете неопределенности можно объединить в 
единый вклад, суммарная стандартная Bu (y)  неоп-
ределенность которого оценивается по формуле: 

m
2

B B i
i 1

u (y) u (y )


  ,                           (3)       

где B iu (y )  − вклады неопределенности типа В в 
бюджете неопределенности. 

Из приведенных положений следует, что общей 
моделью расчета эффективного числа степеней сво-
боды будет следующее представление формулы 
Велча-Саттерсвейта [6]: 

2 22 2
A B

eff A A2 2
A

u (y) u (y) 11
u (y)

   
            

,     (4) 

где A Bu (y) u (y)  . 
Поскольку формула (4) дает в общем случае 

дробные числа степеней свободы, для отыскания 
коэффициента охвата применялись выражения, по-
лученные в работах [6, 4]: 

0,95 eff
eff

2,348551t (ν )
1 1, 45153 exp( 0,576295 ν )


   

   (5) 

для eff1 6   ; 

0,95 eff efft ( ) 1,96[1 1/ (0,822 0,87)]     ,     (6) 

для eff 6  .  
Погрешность применения этих формул не пре-

вышает 1 %. 
Для исследования погрешности оценивания ко-

эффициента охвата по методике GUM был проведен 
численный эксперимент на основе ММК. В нем ис-
следовалась композиция закона распределения 
Стьюдента с заданным числом степеней свободы, 
соответствующего суммарному вкладу неопреде-
ленности типа А, и нормального, равномерного и 
арксинусного законов распределения, соответст-
вующих вкладам неопределенности типа В. Коэф-
фициент охвата по методике GUM находился как 
коэффициент Стьюдента от эффективного числа 
степеней свободы, рассчитанного с применением 
выражений (4) – (6).  

На рис. 1 показаны зависимости относительной 
погрешности k  оценивания коэффициента охвата 
по методике GUM от соотношения  

A Bu (y) u (y)  , 

изменяющегося в диапазоне 0…10 для числа степе-
ней свободы А =1…19.  

Из рисунков видно, что максимальная отрица-
тельная погрешность определения коэффициента 
охвата по методике GUM для нормального закона 

распределения (рис. 1,а) достигает −70 % для A 1  ; 
−30 % для A 2  ; −16 % для A 3  ; −11 % для 

A 4  . Исследования показали, что и для других 
законов распределения в этой области максимальная 
отрицательная погрешность имеет практически те 
же значения. 

При малых значениях α  для законов распреде-
ления, отличных от нормального, будет иметь место 
существенная положительная погрешность приме-
нения методики GUM: до 19 % в случае равномер-
ного закона распределения (рис. 1, б) и до 39 % в 
случае распределения по закону арксинуса 
(рис. 1, в). 

 
а – нормальный закон 

 
б – равномерный закон 

 
в – закон арксинуса 

Рис. 1. Зависимости относительной погрешности 
k ,%  оценивания коэффициента охвата  
по методике GUM для разных законов  

распределения вкладов типа В 
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Такие существенные значения погрешностей 
оценивания коэффициента охвата и расширенной 
неопределенности ставят задачу получения досто-
верных оценок коэффициента охвата. 

Вычисление достоверных значений 
коэффициента охвата 

Для решения этой задачи была использована 
методика, описанная в работе [8]. 

 При учете вкладов неопределенностей обоих 
типов значение коэффициента охвата определяется 
по формуле:  

2 2
A B

2 2
A B

U U
k  

u (y) u (y)





,                       (7) 

где AU , BU  − расширенные неопределенности ти-
па А и В соответственно; Au (y) , Bu (y)   суммар-
ные стандартные неопределенности типа А и В, оп-
ределяемые по формулам (1) и (3), соответственно.  

Для вычисления расширенной неопределенно-
сти типа В используется выражение: 

 B В ВU k u (y) ,                           (8) 

в котором значение коэффициента Вk  определяется 
из табл. 2 [9]. 

В табл. 2 приведены значения коэффициента 
охвата при равномерно и нормально распределен-
ных входных величинах.  

Величина 2 1u (y) u (y)  соответствует отноше-
нию второго по величине вклада неопределенности 

2u (y)  к наибольшему вкладу неопределенности 

1u (y) . При наличии вклада неопределенности, рас-
пределенного по треугольному закону, его пред-
ставляют как композицию двух вкладов, распреде-
ленных по равномерному закону, причем неопреде-
ленность каждого вклада в 2  раз меньше неопре-
деленности исходного вклада. 
 

Таблица 2 
Максимальные значения коэффициентов охвата для композиции 

равномерно и нормально распределенных входных величин 
 

2

1

u (y)
u (y)

 
н 1u (y) u (y)  

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

0 1,65 1,65 1,69 1,73 1,77 1,81 1,84 1,87 1,89 1,91 1,92 

0,1 1,65 1,68 1,7 1,74 1,78 1,82 1,85 1,87 1,89 1,91 1,92 

0,2 1,70 1,73 1,75 1,78 1,81 1,84 1,86 1,88 1,9 1,91 1,92 

0,3 1,75 1,8 1,81 1,82 1,84 1,86 1,88 1,89 1,91 1,92 1,93 

0,4 1,80 1,85 1,85 1,86 1,87 1,88 1,89 1,91 1,92 1,92 1,93 

0,5 1,83 1,88 1,89 1,89 1,9 1,9 1,91 1,92 1,92 1,93 1,94 

0,6 1,86 1,91 1,91 1,91 1,91 1,92 1,92 1,93 1,93 1,93 1,94 

0,7 1,88 1,92 1,92 1,92 1,92 1,93 1,93 1,93 1,94 1,94 1,94 

0,8 1,89 1,93 1,93 1,93 1,93 1,93 1,93 1,94 1,94 1,94 1,94 

0,9-1,0 1,90 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 1,94 

 
Если нормально распределенные вклады типа В 

в бюджете неопределенности отсутствуют, для на-
хождения Вk используется левый столбец табл. 2: 

( н 1u (y) u (y) =0). 

Эта зависимость хорошо аппроксимируется 
выражением: 

2k 0,3604 0,6754 1,5831      ,           (9) 
в котором 2 1u (y) u (y)  . 

При наличии нормально распределенных вкла-
дов неопределенности их объединяют в единый 
вклад с неопределенностью, рассчитанной в соот-
ветствии с законом распространения неопределен-
ности (3).  

Значения коэффициента охвата для отношения 
неопределенности нормально распределенного 
вклада к неопределенности наибольшего равномер-
но распределенного вклада н 1u (y) u (y)  при разных 
отношениях второго по величине равномерно рас-
пределенного вклада к наибольшему равномерно 
распределенному вкладу 2 1u (y) u (y)  приведены в 
табл. 2. 

В случае наличия только одного существенного 
вклада, распределенного по равномерному закону, 
необходимо использовать верхнюю строку табл. 2 
( 2 1u (y) u (y) =0). 

Эта зависимость хорошо аппроксимируется 
выражением: 
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 2k 0,197 0,5258 1,5947      ,         (10) 
в котором н 1u (y) u (y)  . 

Методом Монте-Карло была исследована по-
грешность применения рассмотренной методики. 
Для нормального и равномерного законов распреде-
ления относительная погрешность вычисления ко-
эффициента охвата не превысила 6 %  при измене-
нии A Bu (y) u (y)   в диапазоне 0…10 для числа 
степеней свободы А =1…19.  

Выводы 
1. Исследована погрешность применения оцен-

ки коэффициента охвата на основе эффективного 
числа степеней свободы для оценивания расширен-
ной неопределенности. Показано, что ее экстре-
мальное значение может достигать от -70 до 39 % в 
зависимости от применяемого закона распределе-
ния.  

2. Рассмотрена методика, позволяющая опре-
делять достоверные оценки коэффициента охвата 
без применения ММК. Получены аппроксимирую-
щие выражения для коэффициентов охвата компо-
зиции равномерных и нормальных законов распре-
деления. 

3. С помощью ММК была исследована по-
грешность применения предложенной методики. 
Для нормального и равномерного законов распреде-
ления относительная погрешность вычисления ко-
эффициента охвата не превысила 6 %  при измене-
нии  

A Bu (y) u (y)   

в диапазоне 0…10 для числа степеней свободы 
А =1…19.  
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ОТРИМАННЯ ДОСТОВІРНОЇ ОЦІНКИ КОЕФІЦІЄНТУ ПОКРИТТЯ  
ПІД ЧАС СКЛАДАННЯ БЮДЖЕТУ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ ВИМІРЮВАНЬ 

І.П. Захаров, К.А. Клімова, Т.В. Чуніхіна 
Аналізуються результати порівняння значень коефіцієнту покриття для композиції закону розподілу Стьюдента 

з рівномірним, нормальним та арксинусним законами разподілу, які отримані методом Монте-Карло та за допомогою 
ефективного числа степів свободи. Розглянуто методику отримання розширеної невизначеності та коефіцієнту пок-
риття з урахуванням законів розподілу вкладів невизначеності за типом В без використання метода Монте-Карло.  

Ключові слова: розширена невизначеність вимірювання, коефіцієнт покриття, метод Монте-Карло, коефіцієнт 
Стьюдента, ефективне число степенів свободи. 

 
OBTAINING OF THE TRUSTWORTHY ESTIMATION OF COVERAGE FACTOR  

AT DRAWING UP OF THE MEASUREMENTS UNCERTAINTY BUDGET  
I.P. Zakharov,  K.A. Klimova, T.V. Chunihina 

Results of comparison of values of coverage factor for a composition of the t-distribution with uniform, normal and arcsine 
laws of distributions received by a Monte-Carlo simulation and by means of effective number of steppes of freedom are analyzed. 
A technique of obtaining of the expanded uncertainty and the coverage factor in view of the laws of distribution of contributions 
of uncertainty of type B without use of a Monte-Carlo simulation are considered. 

Key words: the expanded uncertainty in measurement, coverage factor, Monte-Carlo simulation, t- factor, effective degrees 
of freedom. 

 


