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АНАЛИЗ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ФУНКЦИИ 

МОНОХРОМАТИЧЕСКОГО ОПТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ, 
ОТРАЖЕННОГО ОТ СТАТИСТИЧЕСКИ НЕРОВНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

 
Анализируется корреляционная функция монохроматического оптического излучения отраженного от 

статистически неровной поверхности (шероховатой поверхности). Проанализирован случай, когда иссле-
дуемая область находится в зоне Фраунгофера. Записано выражение для нахождения эффективного сече-
ния рассеяния статистически однородной поверхности имеющей радиус корреляции значительно меньше 
размеров исследуемого участка. Выведена пространственно-временная корреляционная функция отражен-
ного шероховатой поверхностью сигнала. 
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функция. 
 

Введение 
 

С увеличение объемов производства, а также  
требований к точности обработки поверхностей воз-
растает необходимость в разработке бесконтактных 
измерителей параметров шероховатых поверхностей. 
Наибольшей популярностью пользуются контактные 
приборы, в основе которых лежит метод оценки ше-
роховатости поверхности при помощи щупа. Они 
обладают следующими существенными недостатка-
ми: невозможность проведения измерений в трудно-
доступных местах; большие погрешности, связанные 
с неточным очерчиванием профиля щупом и др. Су-
ществующие бесконтактные оптические измерители 
громоздки, сложны и предназначены больше для ис-
пользования в лабораторных условиях [1, 2]. 

Актуальной задачей является создание методов 
и средств оптимальной оценки параметров шерохова-
тых поверхностей. Для  их создания необходимо про-
анализировать корреляционную функцию (КФ) опти-
ческого когерентного излучения, отраженного шеро-
ховатой поверхностью (ШП), рассмотреть возмож-
ность нахождения эффективного сечения рассеяния 
статистически однородной ШП с радиусом корреля-
ции неровностей существенно меньшим размера ис-
следуемой области, а также найти пространственно-
временную КФ отраженного ШП монохроматическо-
го излучения. Основное внимание будет уделено ис-
следованию поля в зоне Фраунгофера.  

 

1. Постановка задачи 
 

Необходимо проанализировать КФ монохрома-
тического излучения отраженного от шероховатой 
поверхности в зоне Фраунгофера, записать выраже-
ние для нахождения эффективного сечения рассеяния 
статистически однородной поверхности имеющей 
радиус корреляции значительно меньше размеров 

исследуемого участка, а также вывести пространст-
венно-временную КФ отраженного ШП сигнала. 

  

2. Решение задачи 
 

Считаем, что источник монохроматических  
колебаний 

 L 0L(t) Re E exp( j t)0   . (1) 
находится в точке А (рис. 1) 
 

 
Рис. 1. Геометрия задачи рассеяния волн 

на неровной поверхности D 
 

Поле, рассеянное поверхностью D, регистриру-
ется в точке B: 
  k 0 inc. k i S

D

E (t, B) c exp j t G (r)F (r, , , )     
      

 i S

i S

exp[ jk(R R )]
dr

R R
 


 ,  (2) 

где r  – координаты точек статистически неровной 
поверхности (ШП), находящейся на среднем уровне 
относительно неровностей;  iR r  – расстояние от 

точки излучения A до точки r  на ШП, характери-
зующей координаты точки рассеяния (фазовая за-
держка, соответствующая местоположению точки N 
над точкой r , в данном случае входит в функцию 

k i SF (r, , , )  
   ); S SR R (r)

  – расстояние от точки 

r  до точки B;  em. iG r  
   – функция, характери-
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зующая степень облучения поверхности, в угловых 
координатах представляется собой диаграмму на-
правленности лазерного излучателя; i


, s


 – еди-
ничные векторы падения и рассеяния от точки на 
шероховатой поверхности с координатами r ; i


, 

s


 – как и предыдущие единичные векторы, только 
соответствующие местоположению точки N. 

Функция  kF   по физическому смыслу соот-
ветствует отношению коэффициента отражения по-
ля на участке dr  к его площади и характеризует 
локальные рассеивающие свойства ШП. Индексы 

 L v, h ,  k vv, hv, hh, vh  характеризуют вид 
поляризации электромагнитных колебаний (индексы 
(для k) показывают поляризацию регистрируемых и 
излучаемых колебаний). Вектор 


 состоит из сово-

купности геометрических и электрофизических па-
раметров ШП (среднеквадратические высоты, ради-
ус корреляции неровностей ШП, диэлектрическая 
проницаемость и др.). Когда неизвестен наклон уча-
стка исследуемой поверхности D (рис. 1) к числу 
этих параметров могут быть добавлены составляю-
щие векторов i


, i


, s


, s


, в частном случае и 
углы i , s . Далее символ   используется для обо-
значения длинны волны лазерного излучения. 

Рассмотрим случай, когда участок D находится 
в зоне Фраунгофера i i S S( ' , ' )     

   
 и в его пре-

делах  em. iG const 
 , то 

  inc.L
k 0

S

E
E (t, B) exp j t

2 R
  


  

    k i S 0
D

F (r, , , ) exp jq r r dr    
       , (3) 

где q
  – горизонтальная проекция вектора рассея-

ния  i sq k  
  ; 

 
x y

x S S i

y S S

q (q , q ),

q k(sin cos sin ),
q k sin sin .

 

    

  



  (4) 

Здесь составляющие горизонтальной проекции 
вектора рассеяния можно рассматривать как про-
странственные частоты 

 
 x y x y

x x S S i

y y S S

q (q , q ) , ,

q k(sin cos sin ),
q k sin sin .

    

      

    



  

В бесконечных пределах выражение (3) пред-
ставляет собой пространственное преобразование 
Фурье и свидетельствует о резонансном (избира-
тельном) характере рассеяния волн шероховатыми 
поверхностями. 

В соответствии с (3) 

 inc.

2
L2

k 2
S

E
E

4 R
 




  

  Fk 1 2 i S 1 2 1 2
D D

R (r , r , , , ) exp jq r r dr dr     
         ,  (5) 

где 
kF k 1 k 2R ( ) F (r , )F (r , )     

     (6) 

– КФ коэффициента рассеяния как случайного про-
странственного процесса. 

Для статистически однородной поверхности, 
имеющей радиус корреляции значительно меньший 
размеров участка D, запишем 

 
k

0
F i Sk

D

R ( r, , , )      
    

  exp jq r d r const   
   .  (7) 

Тогда в выражении (5) 
 Fk 1 2 i S 1 2 1 2

D D

R (r , r , , , ) exp jq (r r ) dr dr     
          

 0 0
2k k

D

dr D    
 , 

где 0
k  – эффективное сечение рассеяния [3] 

 

inc.

2 22 2 2
i S k S k

0
k 2

em. em. i L

4 R R E 4 R E

60P G ( ) D E D

  
  

  

 



. (8) 

Формально для бесконечных пределов интег-
рирования эффективное сечение рассеяния находит-
ся как двумерное преобразование Фурье от функции 
корреляции  R  . 

Зависимость 0
i Sk q ( , )    
  , как результат 

пространственного преобразования Фурье, свиде-
тельствует об избирательном (резонансном) харак-
тере рассеяния поверхности при заданных направ-
лениях i


 и s


. 
Формулы (3), (5), (6) записаны с учетом физиче-

ских характеристик излучателей и приемников. В об-
щем случае  в исходном выражении (3) их можно 
учесть одним коэффициентом и условно без потери 
основного физического смысла этого выражения при-
нять его равным единице. Тогда комплексную ампли-
туду поля, описываемую выражением (3) и соответст-
венно выражения (5), (6) можно записать в таком виде 
(систему координат можно поместить в точку 0r

 ): 

   k k i S
D

S (q , B) F (r, , , ) exp jq r dr    
        ,   (9) 

2
k k Fk 1 2 i S

D D
P S (q , B) R (r , r , , , )        

      

  1 2 1 2exp jq (r r ) dr dr 
     ,  (10) 

где   – коэффициент пропорциональности, учиты-
вающий размерность мощности pk, 
 

kF k 1 k 2R ( ) F (r , )F (r , )     
     (11) 
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– КФ коэффициента рассеяния как случайного про-
странственного процесса. 

Выражение (5) является справедливым как для 
описания поверхностей со статистически однород-
ным, так и со статистически неоднородным коэф-
фициентом рассеяния. Эффективное сечение рас-
сеяния здесь можно представить формулой 

 
k

0
F i Sk

D

R ( r, , , )      
    

  exp jq r d r const   
   ,  (12) 

 1 2r r r  
   .  

Тогда мощность принятого излучения (5) 
 0 0

k k k
D

P dr D    
 . (13) 

Запись (8) для теоретического определения эф-
фективного сечения рассеяния будет корректной 
тогда, когда радиус корреляции процесса 

k i SF (r, , , )  
    значительно меньше размеров пло-

щадки D (в идеальном случае её размеры должны 
быть бесконечны), а сам процесс, в пределах этой 
площадки, как случайная функция пространствен-
ных координат, является статистически однородным 
(пространственно-стационарным). 

В бесконечных пределах интегрирования как 
двумерное преобразование Фурье от функции кор-
реляции  R   эффективное сечение рассеяния 

0
i Sk q ( , )    
   представляет собой при фиксиро-

ванных направлениях i


 и s


 спектральную со-
ставляющую пространственного энергетического 
спектра (спектральной плотности мощности) слу-
чайного процесса k i SF (r, , , )  

    и свидетельствует 
об избирательном (резонансном) характере рассея-
ния поверхности. 

Если коэффициент рассеяния как случайная 
функция пространственных координат статистиче-
ски неоднороден на большой площади, но является 
статистически однородным в пределах исследуемо-
го участка поверхности, освещенного лучом 

 em. iG r  
   и имеет радиус корреляции значи-

тельно меньший его размеров, то соответственно 
формулы (12) и  (13) можно записать в таком виде 

   k
0

1 F 1 i Sk
D

r R (r , r, , , ) exp jq r d r       
        ,  (14) 

 1 2r r r  
   , 

  0
k 1 1k

D

P r dr  
  .  (15) 

В ряде случаев целесообразно КФ коэффициента 
рассеяния целесообразно представить в виде произве-
дения медленноменяющегося его максимума 

0
1 i Sk r , , , )     
    и  нормированной функции корре-

ляции  1 2r r 
  , определяющую ее форму и ширину 

 
kF k 1 i S k 2 i SR ( ) F (r , , , )F (r , , , )        

         

 k 1 i S k 1 i SF (r , , , )F (r r, , , )         
          

  0
1 i S 1 2k r , , , ) r r        
     .  (16) 

Полагаем, что ширина функции (радиус корре-
ляции) значительно меньше размеров участка D, это 
означает, что на участке преобладают мелкострук-
турные неоднородности. Тогда функцию 

0
1 i Sk r , , , )     
    можно считать в пределах функ-

ции  1 2r r 
   практически постоянной и вынести 

как постоянную величину за знак внутреннего инте-
грала в выражении (10) 

 
2

k kP S (q , B)  
  

   Fk 1 2 i S 1 2 1 2
D D

R (r , r , , , ) exp jq r r dr dr       
          

 0
1 i Sk

D

r , , , )       
    

    1 2 1 2 2 1
D

r r exp jq (r r ) dr dr    
        

 0
1 i S 1k

D

r , , , ) dr      
    ,  (17) 

где 0 0
1 i S 1 i Sk kr , , , ) r , , , )               
        

    1 2 1 2 2
D

r r exp jq (r r ) dr   
        (18) 

– эффективное сечение рассеяния поверхности со 
статистически неоднородным коэффициентом 

k 1 i SF (r , , , )  
   . Сомножитель 

     1 2 1 2 2
D

r r exp jq r r dr  
       

является пространственным преобразованием Фурье 
от нормированной КФ  1 2r r 

   и свидетельствует 
об избирательном характере рассеяния. 

Более сложной моделью эффективного сечения 
рассеяния по сравнению с моделью (18) является 
введение нормированной КФ вида  1 1 2r , r r 

    с 
переменной шириной, также характеризующей ста-
тистически неоднородный характер коэффициента 
рассеяния. 

Наиболее простой моделью эффективного се-
чения рассеяния является модель, когда 

    1 2 1 2r r r r    
    , (19) 

т.е.  k
0

F 1 i S 1 2kR ( ) r , , , ) r r ,         
       (20) 

где  1 2r r 
   – дельта-функция. 

Тогда 
2

k k Fk 1 2 i S
D D

P S (q ,B) R (r , r , , , )        
    

  1 2 1 2exp jq (r r ) dr dr  
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 0
1 i S 1 2k

D D

r , , , ) r r           
    

 

 

 1 2 2 1exp jq (r r ) dr dr  
    

 
 

0
1 i S 1k

D

r , , , ) dr       
    . (21) 

Вместо (3) или (9) можно записать эти выраже-
ния с учетом функции em.G (r) , выделяющей осве-
щенный участок поверхности (как в (3)), в виде 

 k em. k i S
D

S (q , B) G (r)F (r, , , )     
        

  exp jq (r) dr
   .  (22) 

Тогда вместо (17) можно записать выражение 

 
2

k k em. 1 em. 2
D D

P S (q , B) G (r )G (r )
     
      

  Fk 1 2 i S 1 2 1 2R (r , r , , , ) exp jq (r r ) dr dr     
          

 
2 0

em. 1 1 i Sk
D

G (r ) r , , , )       
     

    1 2 1 2 2 1
D

r r exp jq (r r ) dr dr    
        

 
2 0

em. 1 1 i S 1k
D

G (r ) r , , , ) dr      
     ,  (23) 

а вместо (21) 

 
2

k k em. 1 em. 2
D D

P S (q , B) G (r )G (r )
     
      

  Fk 1 2 i S 1 2 1 2R (r , r , , , ) exp jq (r r ) dr dr     
          

  0
em. 1 em. 2 1 i S 1 2k

D D

G (r )G (r ) r , , , ) r r            
         

  1 2 2 1exp jq (r r ) dr dr  
      

 
2 0

em. 1 1 i S 1k
D

G (r ) r , , , ) dr       
     . (24) 

Рассмотрим задачу нахождения  пространст-
венно-временной КФ сигнала (3), которую запишем 
в виде 

 k kE (t, B) E (t, q ) 
   

  inc.L
0 k i S

S D

E
exp j t F (r, , , )

2 R
     

 
    

  0exp jq (r r ) dr  
     

  k i S
D

F (r, , , ) exp jq r dr   
      .  (25) 

Здесь для простоты 

 inc.L
k i S k i S

S

E
F (r, , , ) F (r, , , )

2 R
      



        , (26) 

т.е. несущественный множитель inc.L

S

E

2 R
 внесем в 

коэффициент рассеяния k i SF (r, , , )  
    и начало 

координат перенесем в точку 0r
 . 

Корреляционная функция 

    1 2 1 2 1 2 1 2
1R t , t , q , q Re R t , t , q , q
2    

     

 k 1 k 2E (t, q )E (t, q )
  
    

   k 1 k 2
D D

exp j F (r, , q )F (r, , q )      
       

   1 1 2 2 1 2exp j q r q r dr dr   
       

    F 1 2 1 2
D D

exp j R r , r , q , q ,     
     

     1 1 1 1 1 2exp j q r q q r r dr dr        
         

    1 1
D

exp j exp j q r   
   

   F 1 1 2 2 1
D

R r , r, q , q , exp jq r d rdr       
          

      o

D

exp j r, q , exp j q r dr     
     ,  

1 2q q q    
   ,    1 2 t t ,    1 2r r r  

   . 
Окончательно 

    R , q , q exp j     
   

    o

D

r, q , exp j q r dr    
     .  (27) 

Такой вид КФ свидетельствует о возможности 
восстановления энергетического изображения по-

верхности  o r, q , 
  , т.к. в бесконечных преде-

лах оно является ее образом Фурье. К сожалению, 

угловые частоты x yq q , q 
  не достигают беско-

нечных значений, т.к. ограничиваются длиной вол-
ны и углами i , s , s . Поэтому пространственные 

частоты изображения  o r, q , 
   меньшие длины 

волны излучения восстановить невозможно. Полу-
ченная формула является аналогом формулы 
Ван Циттерта-Цернике. 

Рассчитаем её ширину (радиус корреляции) в 
предположении, что 

      o or, q , q const q      
    . 

Ширина КФ является характерной шириной спекла 

        0 0

D

R 0,q , q q exp jk q r dr q          
        

       
X/2 Y/2

x y
X/2 Y/2

exp jkx q dx exp jky q dy
 

         

 0
x y

X Yq XY sin c k q sin c k q
2 2

         
   

 ? (28) 

а угловые размеры спеклов находятся из условий 

 x
Xk q
2
   ,    xq

X


  , 

 y
Yk
2

   ,   y Y


  . (29) 
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Эти размеры насколько малы, что если прово-
дить какие-либо измерения параметров поверхности 
с различных физически осуществимых (реальных) 
направлений q

 , то сигналы, принятые с этих на-
правлений будут практически не коррелированы 
между собой. 

Для того чтобы избежать сингулярных реше-
ний при решении оптимизационных задач оценок 
параметров шероховатых поверхностей целесооб-
разно усложнить структуру излучаемого гармониче-
ского сигнала, ограничив его длительность огибаю-
щей  A t , которую для простоты считаем вещест-
венной 

    BS t, q exp j t   
  

      d
D

F r A t t r exp jkrq dr   
    . (30) 

Корреляционная функция равна 
    1 2R t , t , q , q exp j    

   

      0
1 d 2 d

D

r, q A t t r A t t r          
     

  exp jkrq dr
  . (31) 

Как следует из (29), корреляция сигнала даже 
при близких углах практически отсутствует. Если 
проводить измерения, принимая сигналы, рассеян-
ные или излученные поверхностью с различных на-
правлений, то такие сигналы будут статистически 
независимыми. Тогда имеет смысл рассматривать 
корреляционную функцию лишь как функцию вре-
мени. При 

 0 const  , 

       0
1 2 1 2R t , t , q , 0 q exp j t t     

   

    1 d 2 d
D

A t t r A t t r dr        
     

вещественная КФ имеет вид 

    1 2 1 2
1R t , t , q , 0 Re R t , t , q , 0
2  

   

    0
S 1 2q R t t  

 , (32) 
где 

    S 1 2 1 2
1R t t cos t t
2

     

    1 d 2 d
D

A t t r A t t r dr        
   .  (33) 

 

Заключение 
 

Проанализирована КФ отраженного монохро-
матического оптического излучения от ШП в зоне 
Фраунгофера. Выведено выражение для нахождения 
эффективного сечения рассеяния статистически од-
нородной поверхности с радиусом корреляции не-
ровностей намного меньше размера исследуемой 
области. Рассчитана пространственно-временная КФ 
отраженного исследуемой поверхностью оптическо-
го монохроматического излучения. Результаты мо-
гут быть использованы для решения задач опти-
мальной оценки параметров ШП. 
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АНАЛІЗ КОРЕЛЯЦІЙНОЇ ФУНКЦІЇ МОНОХРОМАТИЧНОГО ОПТИЧНОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ,  
ВІДБИТОГО ВІД СТАТИСТИЧНО НЕРІВНОЇ ПОВЕРХНІ 

О.О. Шматко, Є.О. Аксьонов 
Аналізується кореляційна функція монохроматичного оптичного випромінювання відбитого від статистично не-

рівної поверхні (шорсткої поверхні). Проаналізовано випадок, коли досліджувана область знаходиться в зоні Фраунго-
фера. Записано вираз для знаходження ефективного перерізу розсіяння статистично однорідної поверхні яка має раді-
ус кореляції значніше менше розмірів досліджуваної ділянки. Виведено просторово-часову кореляційну функцію відбито-
го шорсткою поверхнею сигналу. 

Ключові слова: лазерне випромінювання, спекл-зображення, шорстка поверхня, кореляційна функція. 
 

ANALYSIS OF THE CORRELATION FUNCTION OF MONOCHROMATIC OPTICAL RADIATION  
REFLECTED BY A STATISTICALLY AN UNEVEN SURFACE  

A.A. Shmatko, E.A. Aksyonov 
Analyzes the correlation function monochromatic optical radiation reflected from a statistically uneven surface (rough sur-

face). Analyzed the case when the target area is in the Fraunhofer zone. Written expression for finding the effective scattering 
cross section of a statistically homogeneous surface having a radius of correlation is significantly smaller than the investigated 
area. We derive the space-time correlation function of the rough surface of the reflected signal. 

Key words: laser light, speckle pattern, rough surface, correlation function. 


