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В сравнительном отношении рассматриваются наиболее популярные системы компьютерной мате-
матики на предмет решения задач дискретной оптимизации. Описываются разработанные в среде Matlab 
встроенные функции для решения задач комбинаторной оптимизации, допускающие интерпретацию в виде 
задач булевого линейного программирования. 
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Введение 
В практике принятия решений в самых разных 

областях человеческой деятельности приходится 
сталкиваться с задачами, относящимися к задачам 
дискретной оптимизации, многие из которых, как 
известно, являются задачами, принадлежащими 
классу NP. Существует множество методов, алго-
ритмов и программных средств решения этих задач. 
В этой связи справедливо ожидать возможности ре-
шения данных задач системами компьютерной ма-
тематики (СКМ). Они представляют собой специа-
лизированные программные пакеты решения мате-

матических задач самого разного характера. К числу 
наиболее популярных СКМ относятся пакеты Ma-
thematica, Maple, Matlab, Mathcad. Кроме того, ши-
рокими возможностями для решения математиче-
ских задач, в том числе оптимизационных, обладает 
табличный процессор EXCEL.  

Очевидно, что необходимым условием систе-
матического изложения какого-либо вопроса явля-
ется чёткое обозначение его места в системе поня-
тий данной предметной области. В этой связи пред-
ставляется целесообразным попытаться представить 
видение авторов взаимосвязи понятий в области 
дискретной оптимизации (рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Схема взаимосвязи понятий в области дискретной оптимизации 

 
Как видно из рис. 1, некоторые задачи комби-

наторной оптимизации, представленные в виде за-
дач, интерпретируемых в рамках теории графов (за-
дача коммивояжёра, задача о назначении), а также 
теории множеств (задача о покрытии множества, 
0,1-задача о рюкзаке) могут быть сформулированы 
как задачи булевого линейного программирования. 
В этой связи цель статьи состоит в том, чтобы про-

анализировать наиболее популярные системы ком-
пьютерной математики на предмет возможности 
решения в их рамках задач дискретной оптимиза-
ции, а также предложить программные реализации в 
виде функций среды Matlab для решения некоторых 
задач комбинаторной оптимизации, которые могут 
быть сведены к задачам булевого линейного про-
граммирования. 
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1. Задачи дискретной оптимизации, 
решаемые системами  

компьютерной математики 
А. Matlab. Известно, что система Matlab, имея 

мощный набор средств для решения разнообразных 
задач непрерывной оптимизации в виде пакетов Op-
timization Toolbox и Global Optimization Toolbox, не 
содержит встроенных функций для решения задач 
комбинаторной оптимизации [1,2]. Некоторые ис-
следователи стремятся восполнить этот пробел пу-
тём разработки соответствующих функций. Так, на-
пример, система Matlog [3], являющаяся расшире-
нием Matlab, содержит встроенные функции для 
решения некоторых задач дискретной оптимизации, 
интерпретируемых как задачи теории графов, а 
именно: задача коммивояжёра, задача нахождения 
кратчайшего пути графа, задача отыскания потока 
сети минимальной стоимости, задача нахождения 
минимального остовного дерева. 

 В [2] дано описание пакета Graph Theory Tool-
box, разработанного харьковчанином профессором 
С.П. Иглиным. В данном пакете представлены 
функции для решения таких задач, как несиммет-
ричная задача коммивояжёра, задача нахождения 
максимального потока в сети, задача о максималь-
ном паросочетании, задача отыскания минимально-
го остовного дерева, задача нахождения минималь-
ного вершинного покрытия и др. Функции данного 
пакета используют в свою очередь функции, в част-
ности, расширения TOMLAB [4] для решения задач 
целочисленного и смешанного целочисленного 
квадратичного программирования в виду того, что, 
как замечается в [1], «многие задачи на графах мо-
гут быть сформулированы в терминах целочислен-
ного линейного программирования (ЦЛП)» и «фак-
тически проблема сводится к тому, чтобы информа-
цию о графе сформулировать как задачу ЦЛП, ре-
шить её и вернуть результаты в терминах теории 
графов».  

Б. Mathematica. Данная СКМ является одним 
из ведущих программных продуктов для обработки 
численных, символьных, а также графических дан-
ных. В ней реализовано базовое множество функций 
(LinearProgramming, Minimize, NMinimize, FindMi-
nimum, Maximize, NMaximize, и FindMaximum), ком-
бинации которых позволят пользователю решать 
основные типы задач линейной и нелинейной опти-
мизации с учётом ограничениями, а также без огра-
ничений.  

Функции LinearProgramming, Minimize, Maxim-
ize позволяют решать задачи линейной оптимизации 
используя симплекс-метод либо же метод внутрен-
ней точки (interior point method), в случае решения 
линейной целочисленной задачи оптимизации – ме-
тод ветвей и границ. Примером использования 

функции Maximize может служить решение задачи о 
рюкзаке. Функции NMinimize, NMaximize использу-
ют различные итеративные методы (derivative-free 
iterative methods) для решения нелинейных задач 
численной оптимизации, например метод Нелдера 
(метод деформируемого многогранника). FindMini-
mum и FindMaximum позволяют решать задачи не-
линейной локальной численной оптимизации путем 
использования итерационных методов на основе 
производных, например метода Левенберга-
Марквардта либо градиентного метода [7].  

Использование встроенного расширения Com-
binatorica СКМ Mathematica позволяет использовать 
около 450 функций для построения и исследования 
графов, и как следствие, представлены функции ре-
шения задач дискретной оптимизации, интерпрети-
руемых как задачи теории графов, среди которых 
Dijkstra, ShortestPath, MinimumSpanningTree, Net-
workFlow, TravelingSalesman [8, 9].  

Следует отметить, что на платформе 
Mathematica разработано множество коммерческих 
продуктов, сконцентрированных непосредственно 
на решении задач оптимизации. Одним из наиболее 
ярких примеров являются пакеты Global Optimiza-
tion 9, MathOptimizer 2 и MathOptimizer Professional 
3, совместимые с версиями Mathematica 8 и Mathe-
matica 9 [10]. 

В. Maple. CКМ Maple (от компании MapleSoft) 
является мощным инструментом, содержащим в се-
бе более двух тысяч команд, позволяющих пользо-
вателю решать базовое множество математических 
задач.  

Для решения задач оптимизации в данной СКМ 
реализованы следующие пакеты – Global Optimiza-
tion, Optimization [11], Simplex [12], а также в случае 
решения задач на графах – Network [5], Graph Theory 
[13]. С помощью команд LPSolve, QPSolve, 
NLPSolve, содержащихся в пакете Optimization, 
можно получить решение задач линейного, квадра-
тичного и нелинейного программирования, соответ-
ственно. Однако существуют некоторые ограниче-
ния. К примеру, спецификация метода, в случае ис-
пользования команд LPSolve и QPSolve, возможна 
только в случае решения задач непрерывного про-
граммирования. В данном случае предложено ис-
пользование двух методов: activeset и interiorpoint, 
первый из которых реализует метод активных мно-
жеств, а второй – метод внутренней точки. В случае, 
если метод не определен, пакет по умолчанию будет 
использовать второй метод. Задачи целочисленного 
программирования с использованием команды 
LPSolve решаются методом ветвей и границ. В дан-
ном случае также возможно использование допол-
нительных опций assume, binaryvariables либо 
integervariables, позволяющих наложить ограниче-
ния неотрицательности искомых значений (assume-
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nonneg), определить, что переменные имеют бинар-
ные (binaryvariables) или целочисленные 
(integervariables) значения [14].  

В случае решения задач нелинейной оптимиза-
ции (NLPSolve) пользователю доступны следующие 
методы: quadratic, branchandbound, modifiednewton, 
nonlinearsimplex, pcg и sqp. В основе команды qua-
dratic лежит использование метода квадратичной 
интерполяции, принимающий допущение о том, что 
целевая функция имеет непрерывную производную 
первого порядка; branchandbound – метод ветвей и 
границ, использующий условие Липшица; modified-
newton – модифицированный метод Ньютона, для 
использования которого необходимо явное опреде-
ление, в матричном виде, градиента целевой функ-
ции; nonlinearsimplex – нелинейный симплекс-метод 
(метод Нельдера-Мида), рекомендован к использо-
ванию в случае повышенных условий точности ре-
шения; pcg – квазиньютоновский метод сопряжен-
ных градиентов с предопределенными условиями 
ограничения памяти, доступный в случае отсутствия 
общих ограничений; sqp – метод последовательного 
квадратичного программирования.  

Пакет Simplex содержит в себе команды, позво-
ляющие решать задачи линейной оптимизации при 
помощи симплекс-метода, а именно minimize (опре-
деление минимума функции), maximize (максимум 
функции), feasible (проверка на существование ре-
шения для данной системы ограничений) и другими 
командами позволяющими выполнять операции, 
реализующие отдельные шаги симплекс-метода 
[12]. 

Для работы с графами в Maple ранее был пред-
ставлен пакет Networks, однако разработчиками 
предложена также его более новая альтернатива - 
пакет Graph Theory. Данные пакеты представляют 
собой наборы команд для построения, преобразова-
ния, проверки различных свойств графов, поддер-
живающие работу как с ориентированными, так и 
неориентированными графами. Базовыми алгорит-
мами для решения задач оптимизации, реализован-
ными в пакете Graph Theory являются – DijkstrasAl-
gorithm, BellmanFordAlgorithm и ShortestPath (для 
определения кратчайшего пути в графе), 
MinimalSpanningTree, KruskalsAlgorithm и 
PrimsAlgorithm (определение остова с минимальным 
весом в неориентированном графе), TravelingSales-
man (решение задачи коммивояжера) [13].  

Г. Mathcad является СКМ, ориентированной на 
построение интерактивных документов для прове-
дения расчётов с визуализированным сопровожде-
нием. Для численного решения задач поиска ло-
кального минимума или максимума в Mathcad пред-
ставлены встроенные функции – Minner, Minimize и 
Maximize. В случае решения задачи линейной опти-
мизации Mathcad по умолчанию использует опцию 

Linear, реализующую метод ветвей и границ. В слу-
чае решения задач нелинейной оптимизации преду-
смотрена возможность выбора алгоритма: метод со-
пряженных градиентов, Левенберга-Марквардта ли-
бо же квазиньютоновский метод. В отличие от рас-
смотренных выше СКМ, в Mathcad не предусмотре-
но специальное расширение для работы с графами, 
однако пользователь может достаточно гибко ис-
пользовать встроенный мощный графический ре-
дактор [15]. Однако, как было отмечено ранее, фак-
тически пользователь может сформулировать задачи 
на графах в терминах ЦЛП [1] и использовать рас-
смотренные выше функции. Функциональные воз-
можности Mathcad могут быть существенно расши-
рены за счёт использования динамически подклю-
чаемых библиотек, разработанных с использовани-
ем высокоуровневых языков программирования.  

Следует также заметить, что возможностями 
для решения некоторых задач дискретной оптими-
зации, в частности, задач на графах, обладает таб-
личный процессор EXCEL. Так, с помощью данного 
средства могут быть решены: задача определения 
кратчайшего пути сети, задача определения макси-
мального потока сети, задача коммивояжёра, задача 
о назначении [16]. 

2. Решение задач комбинаторной  
оптимизации в системе Matlab 
Как было отмечено выше, программная систе-

ма Matlab не имеет специальных встроенных функ-
ций для решения задач комбинаторной оптимиза-
ции, а лишь встроенную функцию для решения за-
дачи булевого линейного программирования мето-
дом ветвей и границ (bintprog). Это даёт возмож-
ность реализовать функции в виде m-файлов для 
решения некоторых задач комбинаторной оптими-
зации, сводимых к задачам булевого линейного про-
граммирования, в частности, задачи коммивояжёра, 
задачи о назначении, задачи о покрытии множества, 
0,1-задачи о рюкзаке (рис. 1). 

Что касается задачи о назначении, то, как из-
вестно, её суть состоит в отыскании наилучшего – в 
смысле минимальной стоимости – распределения n 
работников по n работам при известных затратах cij , 
связанных с назначением работника с номером i на 
работу с номером j (i,j = 1,…,n). Формальная поста-
новка данной задачи имеет вид: 

 minxc=f ∑∑
n

1=i

n

1j=
ijij  ,               (1)  

 ∑
n

1=i
ij 1=x  n,1j  ; ∑

n

1j=
ij 1=x n,1i  .       (2) 

При этом xij{0,1} и xij = 1, если i-й работник 
назначается на j-ю работу и xij = 0 в противном слу-
чае. 
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M-файл-функция с именем assignprob для ре-
шения задачи о назначении имеет вид, представлен-
ный на листинге 1. 

 
function [] = assignprob(f) 
 n = sqrt(length(f));  
 A1 = genMatrixA1(n);  
 A2 = repmat(eye(n),1,n);  
 A = [A1;A2];  
 b = ones(2*n,1);  
 [x,fval] = bintprog(f, [], [], A, b); 
x 
disp('Значение целевой функции') 
fval 
end 
 function A = genMatrixA1(n) 
k = 1; 
for i = 1:n 
 for ii = 1:n * n 
 if(k>(i-1)*n && k<((i-1)*n)+n+1) 
 A(i,ii) = 1; 
 else 
 A(i,ii) = 0;  
 end; 
 k = k + 1; 
 end; 
 k = 1; 
 end; 
end. 
 

Листинг 1. M-файл-функция assignprob 
 
Входным параметром f данной функции являет-

ся вектор (столбец) значений cij. В теле данной 
функции используется функция genMatrixA1 для 
формирования части системы ограничений (2). 

Следует заметить, что задача о назначении, ко-
торая в терминах теории графов определяется как 
задача поиска наименьшего паросочетания в дву-
дольном графе, может быть решена путём неслож-
ной модификации Matlab-функции grMaxMatch па-
кета Graph Theory Toolbox [2], позволяющей решать 
задачу отыскания максимального взвешенного па-
росочетания.  

При этом последняя функция в качестве вход-
ных данных требует, помимо перечисления весов 
рёбер, указания начальной и конечной вершины ка-
ждого из них, в то время как функция assignprob в 
качестве входных данных требует упорядоченный 
столбец весов рёбер (коэффициентов линейной це-
левой функции). В свою очередь, путём несложной 
модификации функции assignprob может быть ре-
шена задача нахождения максимального паросоче-
тания двудольного графа с чётным числом вершин и 
равными долями, в которой каждая вершина каждой 
доли соединена с каждой вершиной другой доли. В 
этом отношении преимущество функции grMax-
Match очевидно, так как она позволяет находить 
максимальное паросочетание для графа любого вида 
(а не только двудольного). 

Что касается 0,1-задачи о рюкзаке, то её суть, 
как известно, состоит в отыскании такого набора 
предметов из заданного их множества с размерно-
стью ai и стоимостью ci каждого, которые, будучи 
помещёнными в рюкзак размерности A, обеспечи-
вали бы максимальную стоимость. Формальная по-
становка данной задачи имеет вид: 

 ,max→xc=f ∑
n

1=i
ii                     (3) 

∑
n

1=i
ii A≤xa .                        (4) 

При этом xi{0,1} и xi = 1, если i-й предмет 
кладётся в рюкзак и xi = 0 в противном случае. 

M-файл-функция с именем knapsack01 для ре-
шения 0,1-задачи о рюкзаке имеет вид, представ-
ленный на листинге 2. 

 
function func = knapsack01(f, A, b) 
 [x,fval]= bintprog(-f, A, b); 
 x 
 fval = -fval 
 end. 

 
Листинг 2. M-файл-функция knapsack01 

 
Входными параметрами данной функции явля-

ются: f – вектор (столбец) значений ci; A – вектор 
значений ai; b – размерность рюкзака. 

 Сущность задачи о покрытии множества, как 
известно, заключается в следующем. Имеется неко-
торое множество M = {h1, … , hm} объектов hi (i = 
= 1,…,m), а также S = {S1, …, Sn} – семейство под-
множеств Sj (j = 1,…,n), содержащих элементы мно-
жества M, и каждому из этих подмножеств постав-
лено в соответствие некоторое число (вес) cj. Требу-
ется найти такой набор подмножеств S* S, при ко-
тором достигается покрытие множества M с мини-
мальным суммарным весом. 

Формально данная задача может быть представ-
лена в виде: 

 ,min→xc=f ∑
n

1j=
jj                    (5) 

 . 1≥xa j

n

1j=
ij∑ ., i = 1,…,m.                (6)  

Здесь xj {0,1} и xj = 1, если подмножество Sj 

входит в покрытие множества M, и xj = 0 в против-
ном случае; aij {0,1} и aij = 1, если hi  Sj и aij = 0 в 
противном случае. 

M-файл-функция с именем covering для реше-
ния задачи о покрытии множества имеет вид, пред-
ставленный на листинге 3. 
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function [x, fval] = covering(f,s) 
n = size (f,1); z = 0; 
for i=1:n  
 b=max(s{i}); 
 z=max(z,b);  
end 
A = zeros(z, n); 
for i = 1:n 
 for j = 1:size(s{i},2) 
 A(s{i}(j),i)=1; 
 end 
end 
b = ones(z,1); 
[x, fval] = bintprog(f, -A, -b). 

 
Листинг 3. M-файл-функция covering  

 
Входными параметрами данной функции яв-

ляются: f – вектор (столбец) значений ci; s – набор 
векторов s{j} (j = 1,…,n), содержащих элементы со-
ответствующих подмножеств Sj. 

Что касается задачи коммивояжёра, то, как из-
вестно, она заключается в отыскании минимального 
по длине гамильтонова цикла в графе.  

Формальная постановка данной задачи имеет 
вид: 

 minxc=f ∑∑
n

1=i

n

ji
1=j

ijij 



,                    (7) 

∑
n

1=i
ij 1=x  n,1j  ; ∑

n

1=j
ij 1=x n,1i  .        (8) 

Здесь cij – расстояние между i-й и j-й вершиной 
в графе; xij{0,1} и xij = 1, если путь проходит из i-й 
вершины в j-ю и xij = 0 в противном случае. 

 M-файл-функция с именем tsp для решения не-
симметричной задачи коммивояжёра имеет вид, 
представленный на листинге 4. 

Входным параметром f данной функции явля-
ется вектор (столбец) значений cij. В теле данной 
функции используются функции matrixA2 и 
constraintsmatrixA для формирования ограничений 
(8), причём функция matrixA2 является частью 
функции constraintsmatrixA. 

В связи с разработанной функцией для реше-
ния задачи коммивояжёра следует отметить, что её 
применение не всегда даёт требуемый результат – 
гамильтонов цикл; результатом может быть псевдо-
цикл.  

Причина этого, очевидно, в том, что функция 
bintprog, корректно решая задачу булевого ЛП, не 
ориентируется на ожидаемую интерпретацию полу-
чаемого результата, т.е. что полученный результат в 
виде вектора значений 0 и 1 должен обязательно со-
ответствовать гамильтоновому циклу.  

 
function [] = tsp(f) 
[s1,s2] = size(f); 
i = 1; sq = 1; 
while (sq < s1) 
 sq = i * i; 
 if (sq >= s1) 
 sq = i; break; 
 end; 
 i = i + 1; 
end; 
n = sq; A = constraintsmatrixA(n);  
b = ones(2*n,1); 
[x,fval] = bintprog(f, [], [], A, b); 
x 
disp('Значение целевой функции') 
fval 
end 
function [m] = constraintsmatrixA(n)  
k = 1; z = 1; 
for i = 1:n 
 for ii = 1:n 
 if(k == i) 
 else 
 tmp(i,ii) = z; 
 z = z + 1; 
 end; 
 k = k + 1; 
 end; 
 k = 1; 
end; 
k = 1; 
for i = 1:n 
 for ii = 1:n 
 if(k == i) 
 else 
 c(i,tmp(ii, i)) = 1; 
 end; 
 k = k + 1; 
 end; 
 k = 1; 
end; 
m = vertcat(matrixA2(n), c);  
end 
function A = matrixA2(n)  
k = 1; 
for i = 1:n 
 for ii = 1:n * (n - 1) 
 if(k > (n-1)*(i -1) && k < (n-1)*(i-1)+n) 
 A(i,ii) = 1; 
 else 
 A(i,ii) = 0;  
 end; 
 k = k + 1; 
 end; 
 k = 1; 
 end; 
end. 
 

Листинг 4. M-файл-функция tsp 
 
В этой связи преимущество функции 

grTravSale пакета Graph Theory Toolbox для реше-
ния несимметричной задачи коммивояжёра очевид-
но, поскольку она всегда даёт минимальный гамиль-
тонов цикл.  
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В то же время, следует заметить, что в тех слу-
чаях, когда обе функции (tsp и grTravSale) дают 
один и тот же корректный результат, его нахожде-
ние с помощью функции tsp осуществляется значи-
тельно быстрее, чем с помощью функции grTravSale 
для графа с числом вершин, большим 6. Так, напри-
мер, для графа с числом вершин, равным 8 и матри-
цей расстояний, элементы которой есть числа в диа-
пазоне от 6 до 11, время получения результата на 
основе функции grTravSale равно 15,05 сек., а на ос-
нове функции tsp – 0,046 сек. 

Заключение 
Что касается возможностей решения оптимиза-

ционных задач, то существующие СКМ имеют в 
своём составе встроенные функции, преимущест-
венно ориентированные на решение задач непре-
рывной оптимизации. Однако в рамках СКМ созда-
ны и создаются расширения и отдельные программы 
(функции) для решения задач дискретной оптимиза-
ции, прежде всего допускающие трактовку в терми-
нах теории графов.  

В рамках данной статьи продемонстрированы 
возможности создания таких расширений.  

Интересным направлений дальнейших иссле-
дований является тестирование точности решения 
задач при использовании различных СКМ, а также 
временних затрат для получения решений однотип-
них задач. 
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АНАЛІЗ МОЖЛИВОСТЕЙ РІШЕННЯ ЗАДАЧ ДИСКРЕТНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  
ЗАСОБАМИ СИСТЕМ КОМП’ЮТЕРНОЇ МАТЕМАТИКИ 

І.В. Лисенко, В.О. Бутенко  
У порівняльному відношенні розглядаються найбільш популярні системи комп’ютерної математики на предмет 

рішення задач дискретної оптимізації. Надається опис розроблених в середовищі Matlab вбудованих функцій для рішен-
ня задач комбінаторної оптимізації, що припускають інтерпретацію у вигляді задач булєва лінійного програмування  

Ключові слова: дискретна оптимізація, система комп’ютерної математики. 
  

ANALYSIS OF THE POSSIBILITIES OF THE SOLVING OF THE DISCRETE OPTIMIZATION PROBLEMS  
BY MEANS OF SYSTEMS OF COMPUTER MATHEMATICS  

I.V. Lysenko, V.O. Butenko  
The most popular systems of computer mathematics for solving of discrete optimization problems are considered 

comparatively. Developed in the Matlab built-in functions for solving combinatorial optimization problems, that can be 
interpreted as a problem of Boolean linear programming, are described. 

Keywords: discrete optimization, system of computer mathematics. 


