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складання матеріалів з описами природних 
умов та інфраструктури (клімат, погода, рослин-
ність, дороги, мости та інші інженерні споруди, 
об’єкти промисловості та зв’язку, культурно-етнічні 
та політичні чинники тощо) та оцінюванням їх мож-
ливого впливу в регіоні (рис. 3); 

оцінювання можливих загроз (з урахуванням 
чисельності та озброєння противника, його воєнної 
доктрини, наявності в регіоні повстанських угрупо-
вань тощо); 

підготовка аналітичних матеріалів з узагальне-
ними оцінками і пропозиціями та їх доведення до 
відповідних осіб або органів. 

Основний акцент в діяльності геопросторової 
розвідки ставиться на можливість на новому рівні 
якості контролювати (вести) визначену кількість 
об’єктів в інтересах національної безпеки, завчасно 
 

виявляти можливі загрози та прогнозувати розвиток 
ситуації. 
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ми принципами геопространственной разведки являются использование данных от разных источников и использование 
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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ МОМЕНТІВ  
В АНАЛІЗІ ДАНИХ ФАЗОВИХ ВИМІРЮВАНЬ 

 
Досліджено застосування методу тригонометричних моментів у фазометрії. Розглянуто основні закони 

розподілу випадкових кутів. Розроблена методика використання тригонометричних моментів для визначення 
сигнал-завада, що ґрунтується на залежносі модуля тригонометричних моментів від значення сигнал-завада.  

 
Ключові слова: вибірка, випадковий кут, характеристична функція, тригонометричний момент, закон 

розподілу. 
 

Вступ 
Методи дослідження випадкових кутів застосо-

вують в статистичному аналізі біологічних об’єктів, 
дослідженні циклічних процесів в економіці, метео-
рології, фізиці, геоінформатиці тощо [1]. Подібність 
характерних особливостей таких об’єктів вимірю-
вань як випадковий кут (ВК) та випадковий фазовий 
зсув сигналів (ВФЗС) дозволила запропонувати ви-

користання розробленого в статистичній кутометрії 
математичного апарату в обробці сигналів у радіо-
техніці, енергетиці, зв’язку, прикладній метрології 
для розв’язання задач прецизійних фазових вимірю-
вань за умови низьких відношень сигнал/шум [2]. 

Серед відомих характеристик ВК за своєю ін-
формативністю та можливостями використання осо-
бливе місце посідає характеристична функція ВК на  
 0,2  [1], яка для цілих значень n 0,  1,  2,...   , 
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визначається комплекснозначною послідовністю 
тригонометричних моментів  

     
2

inx
n

0

f exp in e dG x   


    M ,     (1) 

де     – випадковий кут,   – елементарна подія з 

області подій  ,  G x  – функція розподілу ВК на 

 0,2 , M – оператор математичного сподівання. 

Для абсолютно неперервних функцій  G x  на 

 0,2  існує щільність розподілу ймовірностей ВК 

 p x  на  0,2 :    dG x
p x

dx
 . 

Тригонометричний момент nf  порядку n мож-
на подати в декартовій і полярній системах коорди-
нат у вигляді  

 n n n n nf a ib exp i     ,                   (2)  

де послідовність дійсних чисел  n na ,b  обчислено 
відносно нульового початкового напрямку  

       
2

n
0

a M cos n cos nx dG x


     ,       (3) 

       
2

n
0

b M sin n sin nx dG x


     ,       (4) 

2 2
n n na b   , n nArgf  ,                 (5). 

Характеристична функція  nf ,n 0, 1,...   по-

вністю задає ВФЗС     на  0,2 . Її використан-
ня в ряді випадків приводить до більш простих ана-
літичних і алгоритмічних розв’язків вимірювальних 
задач фазометрії.  

Аналіз публікацій. Існує багато наукових 
праць, що описують та підтверджують ефективність 
застосування різних методів визначення відношення 
сигнал-завада. При вирішенні задач виділення сиг-
налів на фоні завад та оцінки їх параметрів корис-
туються декількома визначеннями понять «співвід-
ношення сигнал-завада». Всі вони ґрунтуються на 
використанні різних характеристик сигналу (амплі-
туди, потужності, пікового значення та енергії) та 
завади (середнє квадратичне значення, енергія). В 
статті запропонований новий метод визначення від-
ношення сигнал-завада за допомогою тригономет-
ричних моментів, що до цього ніким не описувався. 

Метою роботи є узагальнення та подальше до-
слідження властивостей характеристичної функції 
та аналіз можливостей її застосування для теорії і 
практики фазових вимірювань. 

Постановка задачі 
За результатами спостережень і попередньої 

обробки даних фазових вимірювань отримана ви-

бірка ФЗС  1 j M,... ,...   , j [0,2 )    обсягу М. Ця 

вибірка розглядається як реалізація ВФЗС що має 
певну неперервну щільність розподілу ймовірностей 
 p x . Необхідно визначити вибіркову характерис-

тичну функцію та дослідити можливості її викорис-
тання у фазовимірювальному експерименті з ВФЗС.  

Розв’язок задачі 
Вибірковий тригонометричний момент порядку 

n відносно заданого напрямку  0,2   визнача-
ється за формулою:  

j

n

M in( )
n

j 1
ˆim ( )

n n n

1f̂ ( ) e
M

ˆˆ ˆa ( ) ib ( ) r ( )e ,

 





  

     


             (6) 

де                    
M

n j
j 1

1â cos n
M 

      ,  

       
M

n j
j 1

1b̂ sin n
M 

       – 

відповідно косинус- та синус-моменти порядку n. 
Під вибірковою характеристичною функцією 

ВФЗС будемо розуміти комплекснозначну послідо-

вність   nf̂ 0 , n 0, 1, 2,...   , в якій вибіркові три-

гонометричні моменти визначені відносно нульово-
го напряму 0  . 

Для аналізу можливих застосувань характерис-
тичної функції у фазометрії стисло розглянемо її 
особливості [2,3]. 

1. Модуль тригонометричного моменту харак-
теристичної функції порядку n

  nf 1 . 

2. Для n 0  маємо 0f 1 . 
3. Тригонометричний момент порядку n дорів-

нює комплексноспряженому моменту характеристич-

ної функції того ж порядку n : *
n nf f  .  

4. Тригонометричний момент n-го порядку су-
ми незалежних ВФЗС    1 j mψ ω,... ,...ψ ω  дорівнює 

добутку тригонометричних моментів  j
nf  того ж по-

рядку всіх m ВФЗС: 

 m
j

n n
j 1

f f


 ,                              (7) 

5. Характеристична функція кута 
  mod 2       , з довільним дійсним const  , 

дорівнює 

     in ψ in
n nf e e f 0   M ,            (8) 

тобто зміна початку відліку не приводить до зміни 
модуля тригонометричного моменту. 

Використовуючи властивість (8) характеристич-
ної функції випадкових кутів можна довести наступні 
співвідношення: 
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 n n    ,    n nn n mod 2      .         (9) 
6. Щільність розподілу ймовірності ВФЗС одно-

значно визначається її характеристичною функцією  

    inx
n

n

1p x f 0 e
2π





  , x [0,2 )     (10) 

Формула (10) являє собою розклад  p x  в ряд 
Фур’є. Її використання дозволяє спростити вирази 
для щільності розподілу ймовірності ВФЗС.  

У статистичній фазометрії ця формула може бу-
ти запропонована для визначення емпіричних розпо-
ділів, якщо в ній  nf 0  замінити на  nf̂ 0  тобто на 
відповідний вибірковий тригонометричний момент. 

Найбільш характерні для кутових і фазових 
вимірювань закони розподілів ймовірності ВК на 
колі – рівномірний, намотані Гаусса та Коші, Мізе-
са, кардіоїдний і трикутний, а також складові триго-
нометричних моментів na , nb  наведено в табл. 1.  

Таблиця  1 
Розподіли ймовірності випадкових кутів та їх характеристичні функції 

Назва Щільність розподілу ймовірності  p   Тригонометричний  
момент 

Мізеса 
    

0

1 exp kcos x
2 I k




,    , k 0 , 

  – круговий середній напрям ВК; k – параметр концентрації ВК в 
околі  ,  0I k  – модифікована функція Бесселя першого роду 

нульового порядку
 

 
 

n
n

0

I k
a

I k
  

nb 0

 

Намотаний  
Гаусса. 

  2

2
j

x 2 j1 exp
2 2





       
   

  

  – математичне сподівання;   – середньоквадратичне відхилення

2 2n
2na e



  

nb 0 .

 
Рівномірний 1

2
. 

2 ni 1,n 0e 1
0,n 02 ni

 
   

 

Кардіоїдний    12 1 2 cos(x )    , ,     0,5  . - 

Трикутний 

21 4 2 x
8

       
, 

2
4

 


 
 

2n 1 2a
2n 1







 

2na 0      nb 0  

Намотаний  
Коші  

2

2
1 1

2 1 cos2 x



   

,    ae 0,1   . n
na        

nb 0,
n 1




 

 
Тригонометричні моменти можуть бути ви-

користані для співставного аналізу розподілів. 
Наприклад, відомо [1], що щільність ймовірності 
намотаного гауссівського розподілу задовільно 
апроксимується щільністю ймовірності розподілу 
Мізеса.  

Апроксимація одного розподілу іншим пе-
редбачає також збіжність їх характеристичних 
функцій.  

Прирівнявши їх тригонометричні моменти для 
n 1  маємо 

 
 

2
1

0

I k
exp

2 I k
 
   
 

,                    (11) 

звідки визначаємо 

 
 

1

0

I k
2ln

I k
 

     
 

.                    (12) 

Графік функції (k)  згідно формули (12) наве-
дено на рис. 1. 

1 2 3 4 5 60 7 8 9 10

02,

51,

01,

50,

52,

03,

)(k

k

 
Рис. 1. Графік функції (k)  

Отже щільність розподілу ймовірності намота-
ного гауссівського розподілу з параметрами  ,   
може бути задовільно апроксимована щільністю 
розподілу Мізеса з параметрами  ,k  за умови ви-
конання рівності (12). 
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Подальше дослідження тригонометричних мо-
ментів як складових характеристичної функції 
пов’язано з перевіркою гіпотези про можливість її 
застосування для визначення відношення сиг-
нал/шум (с/ш) в адитивній суміші гармонічного сиг-
налу і гауссівського шуму.  

Дослідження цього питання проведемо мето-
дом комп’ютерного вимірювального експерименту в 
середовищі Matlab [4]. 

Методика експерименту  
та моделювання 

Нехай досліджуваний сигнал  u t  являє собою 
адитивну суміш інформаційного гармонічного сиг-
налу та гауссівського шуму з такими параметрами: 
частота сигналу cf 100 Гц, амплітуда mU 5 В, 

період дискретизації 4
ÄT 10 с, об’єм вибірки 

3N 5 10  , дисперсія шуму σ2=5 В2.  
Необхідно дослідити сигнал і довести можли-

вість застосування тригонометричних моментів 
випадкової фази сигналів для визначення відно-
шення с/ш в адитивній суміші гармонічного сигна-
лу і шуму. 

Методикою моделювання передбачалось вико-
нання наступних етапів: 

1) генерування вибірки досліджуваного сиг-
налу; 

2) визначення гільберт-образу вибірки дослі-
джуваного сигналу; 

3) отримання масиву значень фаз сигналу φ[ j] , 

j 1, N ;  
4) формування  масиву значень фазових зсувів 

сигналу як різниці між значеннями φ[ j] , j 1, N  та 
значеннями лінійної моделі фази гармонічного сиг-
налу φ0 Ä[ j] 2 fjT  , j 1, N ; 

5) визначення складових вибіркових тригоно-

метричних моментів na  та nb  (відповідно косинус- 
та синус-моментів); 

6) визначення    2 2
n n nf a b


     – модуля 

вибіркових тригонометричних моментів; 
7) повторне виконання п.1-6 і отримсання фун-

кції  nf̂ n  для різних значень с/ш; 

8) побудова градуювальної характеристики 

 mU f n 


 як залежності відношення с/ш від діа-

пазону n  зміни порядку тригонометричних моме-

нтів, що охоплює лінійні ділянки  nf̂ n  функції 

 mU f n 


. 

Розглянемо детальніше останні пункти методи-

ки експерименту. Графіки функцій  nf̂ n  наведені 

на рис. 2.  
 

 
Рис. 2. Графік модулів тригонометричних моментів 

для різних відношень  с/ш 
 
Для визначення відношення сигнал-шум та по-

будови градуювальної характеристики запропоно-

вано виділити лінійну ділянку функції  nf̂ n  для 

різних відношень с/ш. З рис. 2 видно, що криві на 
графіку найбільш близькі до лінійних функцій у 

межах  nf 0,2;0,8

 . 

Зміні функцій  nf̂ n  в цих межах відповідає 

певний діапазон значень їх порядків n . Неважко 

помітити, що n  на ділянці  n0,2 f n 0,8


   пря-

мо пропорційно залежить від відношення с/ш: чим 
більше значення с/ш, тим більше значення n . Слід 
зауважити, що процес визначення n  за графіком 
на рис. 2 може супроводжуватись похибкою, яка за 
характером подібна до похибки квантування. Ця 
похибка обумовлена тим, що оцінене значення n 
може виявитись не цілим числом, хоча за визначен-
ням тригонометричного моменту (1) воно має бути 
цілим числом.  

Для кожної лінійної ділянки кривих на рис. 2 
визначимо відповідні значення n .  

За отриманими даними побудуємо нову залеж-

ність  mU f n 


 графік якої наведено на рис. 3 

(крива 1). Як видно з графіка ця функція має ліній-
ний характер і може бути апроксимована рівнянням 
виду 

y ax b  , 

де a  і b  - коефіцієнти лінійної моделі. 
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Рис. 3. Експериментальна (1) та апроксимована (2) 

залежність  mU f n 


. 

 
Коефіцієнти a  і b  визначались за методом 

найменших квадратів, що дозволило отримати такі 
значення: a 1,1278  і b 1,5 00. Отже для визначе-
них границь 1R 0,2  та 2R 0,8 ,що обмежують 

лінійні ділянки функцій  nf̂ n , рівняння за яким 

можна визначити відношення с/ш становить  
mU 1,1278 n 1,5  


. 

Ця залежність наведена на рис.3, крива 2. Пе-
ревірка коректності отриманих результатів здійсню-
валась в модельному експерименті для відомих за-
даних значень амплітуди гармонічного сигналу mU  

і дисперсії шуму 2 . Наприклад, для амплітуди 

mU 5 В та дисперсії шуму σ2 0,8 В2 маємо 

c 5 5,5902
ø 0,8

  . Експериментально отримане 

значення n =4 дає наступний резуль-

тат: c 6,0112
ø

 . Абсолютна похибка визначення с/ш  

становила 0,421  , а відносна –  γ 7,5%  

Таким чином відношення с/ш для адитивної 
суміші гармонічного сигналу і гауссівського шуму 
може бути визначене через вибіркові тригонометри-
чні моменти фазових зсувів сигналу з високою точ-
ністю. Похибка визначення відношення с/ш зале-
жить від співвідношення частоти сигналу та частоти 
дискретизації і може бути зменшена за рахунок їх 
коректного вибору. 

Висновки 
Встановлено, що модуль тригонометричних  

моментів випадкової фази сигналів в адитивній су-
міші гармонічного сигналу і гауссівського шуму 
функціонально залежить від відношення с/ш. 

Розроблено і реалізовано в середовищі Matlab 
методику комп’ютерного вимірювального експери-
менту для дослідження вибіркових тригонометрич-
них моментів фазових зсувів сигналів. 

Отримано лінійну апроксимацію залежності  

 mU f n 


, 

яка може бути використана для оцінки відношення 
сигнал/шум. 
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОМЕНТОВ  
В АНАЛИЗЕ ДАННЫХ ФАЗОВЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

Ю.В. Куц,  И.А. Куприйчук, А.А. Рыжкова 
Исследовано применение метода тригонометрических моментов в фазометрии. Рассмотрены основные законы 

распределения случайных углов. Разработанная методика использования тригонометрических моментов для определе-
ния сигнал-помеха, основанный на зависимостей модуля тригонометрических моментов от значения сигналов-помеха. 

Ключевые слова: выборка, случайный угол, характеристическая функция, тригонометрический момент, закон 
распределения. 
 

APPLICATION OF TRIGONOMETRIC POINTS  
IN THE DATA ANALYSIS PHASE MEASUREMENTS 

Y.V. Kutz, I.A. Kupriychuk, A.A. Ryzhkova 
Investigated the application of the method of trigonometric points in phase meter. The basic laws of distribution of random 

angles. The method using trigonometric momentыv to determine the signal-to-noise ratio, based on the dependence of the 
modulus of trigonometric points znachennyasyhnal-noise ratio. 

Keywords: sampling, random angle characteristic function, trigonometric moment distribution law. 


