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РЕШЕНИЕ РОБАСТНОГО УРАВНЕНИЯ ДУНКАНА–МОРТЕНСЕНА–ЗАКАИ 
СПЕКТРАЛЬНЫМ МЕТОДОМ 

В статье рассматривается решение задачи оптимальной фильтрации сигналов в стохастических 
дифференциальных системах. Для приближенного нахождения апостериорной плотности вероятности 
вектора состояния объекта наблюдения применяется спектральный метод, в основе метода лежит пред-
ставление решения робастного уравнения Дункана–Мортенсена–Закаи в виде ряда по функциям некоторой 
полной ортонормированной системы. Спектральный метод упрощает процесс решения задачи, он удобен 
для применения современных вычислительных систем. 
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Введение 

Оценивание текущего состояния динамической 
системы в условиях помех по результатам измере-
ний в соответствии с заданным критерием – опти-
мальная фильтрация – возникает во многих задачах 
радиотехники, навигации и управления, при обра-
ботке информации [1, 2]. Достаточно полный обзор 
методов, которые могут применяться в задаче опти-
мальной фильтрации, содержится в [3]. Более крат-
кий – в работе автора [4]. В этой работе для решения 
задачи оптимальной фильтрации предлагается спек-
тральный метод (спектральная форма математиче-
ского описания), основанный на ортогональном раз-
ложении функций [5]. 

Представление решения задачи (в том числе и 
задачи оптимальной фильтрации [6, 7]) в виде орто-
гонального ряда довольно часто используется при 
построении приближенно-аналитических методов. 
Но, как правило, для этого выбирается конкретная 
система ортогональных или ортонормированных 
функций и выводятся явные или неявные соотноше-
ния для нахождения коэффициентов ряда. При та-
ком подходе, конечно же, используются свойства 
выбранных ортогональных функций (например, ре-
куррентные соотношения, связывающие эти функ-
ции; формулы, устанавливающие связи функций и 
их производных и т.п.). Основное отличие предла-
гаемого метода состоит в использовании произволь-
ной ортонормированной системы, при этом соотно-
шения для определения коэффициентов ряда пред-
ставляются матричными уравнениями, для которых 
можно получить формулы точного решения или 
сформировать методику приближенного решения. 
Свойства выбранных ортонормированных функций 
также используются, но несколько иначе, а именно 
от этих свойств зависит структура матриц, которые 
ставятся в соответствие линейным операторам (опе-
раторам умножения, дифференцирования, интегри-

рования и др.), определяющим исходную задачу. 
Выбор той или иной системы ортонормированных 
функций может привести к тому, что соответст-
вующая матрица будет, например, треугольной, 
ленточной, симметрической или кососимметриче-
ской. Для многих базисных систем и перечисленных 
выше линейных операторов такие матрицы извест-
ны, что снижает вычислительную сложность алго-
ритмов, построенных на основе спектральной фор-
мы математического описания. 

Задача оптимальной фильтрации 
Будем рассматривать модель системы наблю-

дения, описываемую стохастическими дифференци-
альными уравнениями Ито [8]: 

 0 0

0 0

dX(t) f (X(t))dt (X(t))dW(t), X(t ) X
dY(t) c(X(t))dt dV(t), Y(t ) Y 0,

,  

   
 (1) 

где nX R  – вектор состояния, mY R  – вектор 
измерений; 0 1t T [t , t ]   – отрезок времени функ-
ционирования; f (x)  – вектор-функция n 1 , (x)  – 
матричная функция n s , c(x)  – вектор-функция 
m 1 ; W(t)  и V(t)  – s -мерный и m -мерный стан-
дартные винеровские процессы. Процессы W(t) , 
V(t)  и начальное состояние 0X , заданное плотно-
стью вероятности 0 (x) , независимы. 

Задача оптимальной фильтрации состоит в на-
хождении оценки €X(t)  по результатам измерений 

t
0 0Y {Y( ), [t , t)}   , т.е. t

0
€X(t) (t,Y )  , где 

t
0(t,Y )  – функция, обеспечивающая в каждый мо-

мент времени t  выполнение условия 
 T

(t,·)
€ €M[(X(t) X(t)) (X(t) X(t))] min ,


    

M  – знак математического ожидания. 
Решение этой задачи определяется соотноше-

нием [8] 
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 n
t t t
0 0 0R

(t,Y ) M[X(t) | Y ] xp(t,x | Y )dx,     

в котором t
0p(t, x | Y )  – апостериорная плотность 

вероятности вектора состояния X . 

Уравнения для апостериорной 
плотности вероятности 

Для нахождения апостериорной плотности ве-
роятности могут использоваться различные уравне-
ния. Уравнение Стратоновича–Кушнера [8] непо-

средственно описывает эволюцию t
0p(t, x | Y ) , но его 

решение слишком трудоемко из-за нелинейности 
уравнения. Уравнению Дункана–Мортенсена–Закаи 
[8, 9] удовлетворяет ненормированная апостериор-

ная плотность вероятности t
0(t,x | Y ) : 

 

t
t0
0

m
t
0 0 0

1

(t,x | Y ) (t, x | Y )
t

dY (t)c (x) (t,x | Y ), (t , x) (x),
dt






  



    


 (2) 

где 

 
m

t t 2 t1
0 0 02

1
(t, x | Y ) (t,x | Y ) c (x) (t, x | Y ),


       

 

n
t t
0 i 0

ii 1
2n n

t1
ij 02

i ji 1 j 1
s

ij ik jk
k 1

(t,x | Y ) [f (x) (t, x | Y )]
x

[g (x) (t,x | Y )],
x x

g (x) (x) (x), i, j 1,2, ,n.



 




    




 

 

    









 

Оно является стохастическим дифференциальным 
уравнением в частных производных, его можно за-
писывать в формах Ито или Стратоновича. Уравне-
ние (2) понимается в форме Стратоновича. Сущест-
венное преимущество этого уравнения – линей-
ность, но его решение осложняет наличие процесса 
типа белого шума в последних слагаемых (при фик-
сированных измерениях – наличие одной из траек-
торий этого процесса). С помощью замены 

 
m

t t
0 0

1
(t,x | Y ) exp c (x)Y (t) (t,x | Y ) 



      
  
  (3) 

от ненормированной апостериорной плотности ве-

роятности t
0(t,x | Y )  можно перейти к другой ха-

рактеристике t
0(t, x | Y ) , которая удовлетворяет 

робастному уравнению Дункана–Мортенсена–Закаи 
[9], последнее не содержит процессов типа белого 
шума (или их траекторий, если измерения зафикси-
рованы): 

 
t

t0
0

(t, x | Y ) (t,x | Y )
t


  


  

 
m

t
0

1
Y (t) (t, x | Y ) 


     (4) 

 
m m

t
0

1 1
Y (t)Y (t) (t, x | Y ).  

 
    

Здесь [ , ]    , 1 1
2 2[ , ] [ ,[ , ]]           , 

[ , ]   и [ , ]    – коммутаторы операторов ( [ · , · ]  

– скобки Ли),   – операторы умножения на функ-
ции c (x) , , 1,2, ,m    . Начальное условие для 
этого уравнения 0 0(t ,x) (x)   , что следует из 
формулы замены ненормированной апостериорной 
плотности вероятности (3) при 0t t  с учетом на-
чального условия 0Y(t ) 0 . 

Принимая во внимание, что два оператора ум-
ножения на скалярные функции являются коммути-
рующими, получаем [ , ] ,              
где     и    – композиции линейных опера-

торов, тогда 1
2 [ ,[ , ]].       

Робастное уравнение Дункана–Мортенсена–
Закаи удобно для приближенно-аналитического или 
численного решения, однако таких методов предло-
жено не так много [7, 10]. 

Переход от функции t
0(t, x | Y )  к апостериор-

ной плотности вероятности t
0p(t, x | Y )  вектора со-

стояния X  осуществляется при помощи обратной 
замены и нормировки: 

 

n

m
t t
0 0

1
t

t 0
0 t

0R

(t, x | Y ) exp c (x)Y (t) (t, x | Y ), 

(t, x | Y )p(t, x | Y ) .
(t,x | Y )dx

 


     
  










 (5) 

Спектральный метод решения 
робастного уравнения  

Дункана–Мортенсена–Закаи 
Предлагается решать приведенное выше роба-

стное уравнение Дункана–Мортенсена–Закаи с при-
менением спектральной формы математического 
описания. В статье нет возможности привести все 
определения, свойства и утверждения, которые ис-
пользовались для получения спектрального аналога 
этого уравнения, поэтому сформулируем лишь базо-
вые определения. Спектральной характеристикой 
некоторой квадратично интегрируемой функции 
называется упорядоченная совокупность коэффици-
ентов разложения этой функции относительно пол-
ной ортонормированной системы (базисной систе-
мы). Спектральная характеристика функции обычно 
представляется бесконечной матрицей-столбцом. 
Коэффициенты разложения (элементы матрицы-
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столбца) упорядочены в соответствии с порядком 
следования базисных функций. Спектральная харак-
теристика линейного оператора, заданного на про-
странстве квадратично интегрируемых функций, – 
это совокупность спектральных характеристик обра-
зов базисных функций при применении этого опера-
тора. Она представляется бесконечной матрицей 
(спектральные характеристики образов базисных 
функций – столбцы этой матрицы). Размерность 
матриц-столбцов (спектральных характеристик 
функций) и матриц (спектральных характеристик 
линейных операторов) определяется количеством 
индексов, с помощью которых нумеруются базис-
ные функции. Например, если число индексов n , а 
такие базисные функции используются для пред-
ставления функций вектора состояния nX R , то 
эти размерности соответственно равны n  и 2n . Для 
представления функций времени и вектора состоя-
ния базисные функции, как правило, задают n 1  
индексом, тогда размерности спектральных харак-
теристик функций и спектральных характеристик 
линейных операторов будут равны n 1  и 2(n 1)  
соответственно. Более подробно о представлении 
спектральных характеристик многомерными матри-
цами и их свойствах можно ознакомиться в [11, 12]. 

Определим базисные системы и получим спек-
тральный аналог робастного уравнения Дункана–
Мортенсена–Закаи в предположении, что отрезок 

времени T  и измерения t
0Y  зафиксированы 1(t )t . 

Пусть 
0 1 n0 1 n i ,i , ,i 0{e(i ,i , , i , t, x)}     – ортонор-

мированный базис пространства n
2L (T R ) , при-

чем функции 0 1 ne(i ,i , ,i , t,x)  порождаются все-
возможными произведениями функций, образую-

щих ортонормированные базисы 
00 i 0{q(i , t)}  и 

1 n1 n i , ,i 0{p(i , , i ,x)}    пространств 2L (T)  и 
n

2L (R )  соответственно, т.е. 

 0 1 n 0 1 n

0 1 n

e(i ,i , ,i , t,x) q(i , t) p(i , , i ,x),
i ,i , ,i 0,1,2,

  

 




 

Введем следующие обозначения: A(n,n)  – 
спектральная характеристика оператора  , 
C (n,n)  – спектральные характеристики операто-
ров  , 1,2, ,m   . Эти спектральные характери-
стики определены относительно базиса  . 

Спектральная характеристика L(n,n)  операто-
ра  , определенная относительно той же базисной 
системы, выражается через спектральные характе-
ристики A(n,n)  и C (n,n) : 

 
m

21
2

1
L(n,n) A(n,n) C (n,n),


    

что следует из свойств спектральных характеристик 
линейных операторов. В свою очередь спектраль-
ную характеристику A(n,n)  можно выразить с по-
мощью спектральных характеристик операторов 
дифференцирования первого и второго порядков, а 
также операторов умножения на функции if (x)  и 

ijg (x) , i, j 1,2, ,n   (см. [11, 12]). 

Далее выразим спектральную характеристику 
L (n,n)  линейного оператора   (  – спектраль-
ное преобразование): 

 
[ ] [[ , ]] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ],
   

 

   

   

       
   

  
     

или 

 
L (n,n) C (n,n) A(n,n) A(n,n) C (n,n)

[C (n,n),A(n,n)],
  



    


 

где [C (n,n),A(n,n)]  будем называть коммутатором 
спектральных характеристик линейных операторов, 
заданных на пространстве функций вектора состоя-
ния. Следовательно, спектральная характеристика 
L (n,n)  линейного оператора   выражается 

формулой 
 1

2L (n,n) [C (n,n),[C (n,n),A(n,n)]].    

Нетрудно показать, что для произвольных 
спектральных характеристик A(n,n) , B(n,n) , 
C(n,n)  и R  верны перечисленные ниже свойст-
ва для коммутаторов. 

1. Билинейность: 

 
[A(n,n) B(n,n),C(n,n)] [A(n,n),C(n,n)]

[B(n,n),C(n,n)], [A(n,n),B(n,n) C(n,n)]
[A(n,n),B(n,n)] [A(n,n),C(n,n)],

  
  

 
 

 
[ A(n,n),B(n,n)] [A(n,n),B(n,n)],
[A(n,n), B(n,n)] [A(n,n),B(n,n)].
  

  
 

2. Антикоммутативность: 
 [A(n,n),B(n,n)] [B(n,n),A(n,n)],    
или [A(n,n),A(n,n)] (n,n).  

3. Тождество Якоби:  

 
[A(n,n),[B(n,n),C(n,n)]]

[B(n,n),[C(n,n),A(n,n)]]
[C(n,n),[A(n,n),B(n,n)]] (n,n).


 

 
 

В последних двух соотношениях (n,n)  – нулевая 
2n -мерная матрица, соответствующая нулевому 
оператору. 

Заметим, что если A(n,n)  – спектральная ха-
рактеристика относительно базиса   для некоторо-
го линейного оператора  , который задан на про-
странстве функций вектора состояния (здесь   не 
обязательно прямой производящий оператор диф-
фузионного процесса X(t) , определенный выше), то 
спектральная характеристика E(1,1) A(n,n)  отно-
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сительно базисной системы   соответствует этому 
же оператору, применяемому к функциям времени 
и вектора состояния (время – параметр). Если же 
Y(1,1)  – спектральная характеристика некоторого 
линейного оператора   относительно базиса  , 
заданного на пространстве функций времени, то 
спектральная характеристика Y(1,1) E(n,n)  соот-
ветствует этому же оператору, но применяемому к 
функциям времени и вектора состояния (вектор 
состояния – параметр). Здесь E(1,1)  и E(n,n)  – 
единичные матрицы размерности 2  и 2n , соответ-
ствующие тождественным операторам на про-
странствах функций времени и функций вектора 
состояния. Если на пространстве функций времени 
и вектора состояния задан оператор, который пред-
ставляется в виде композиции   , то его спек-
тральная характеристика выражается формулой 
Y(1,1) A(n,n) . 

Применим спектральное преобразование к ле-
вой и правой частям уравнения (4). Учитывая ли-
нейность спектрального преобразования, получаем 

 

0 0

t
t0
0

(t ,x) (x)

m
t
0

1
m m

t
0

1 1

(t, x | Y ) (t,x | Y )
t

Y (t) (t, x | Y )

Y (t)Y (t) (t, x | Y ) .

 

 


  
 

          

    

   











 





 

Прежде чем перейти далее, обозначим через 
P(1,1)  спектральную характеристику оператора 
дифференцирования с учетом значения функции в 
начальный момент времени, определенную относи-
тельно базиса  ; 0q(1,0; t )  – матрица-столбец зна-
чений функций системы   при 0t t : 

  T0 0 0 0q(1,0; t ) q(0, t )  q(1, t )  q(2, t )   ;   

0 (n,0)  – спектральная характеристика плотности 
вероятности 0 (x)  начального состояния 0X , оп-
ределенная относительно базиса  ; Y (1,1)  – спек-
тральные характеристики операторов умножения на 
функции Y (t) , определенные относительно базиса 
 , 1,2, ,m   ; R(n 1,0)  – спектральная харак-

теристика функции t
0(t, x | Y ) , определенная отно-

сительно базисной системы  . 
С учетом введенных обозначений запишем 

спектральный аналог робастного уравнения Дунка-
на–Мортенсена–Закаи (уравнение относительно не-
известной спектральной характеристики R(n 1,0) ): 

 
 

 
0 0P(1,1) E(n,n) R(n 1,0) q(1,0; t ) (n,0)

E(1,1) L(n,n) R(n 1,0)

     

    
 

 

 

 

m

1
m m

1 1

Y (1,1) L (n,n) R(n 1,0)
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Сгруппируем все слагаемые с множителем 
R(n 1,0)  в левой части равенства, а тензорное произ-
ведение 0 0q(1,0; t ) (n,0)  перенесем вправо: 
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и, следовательно, 
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где 
0 1 ni i ir   – элементы спектральной характеристики 

R(n 1,0) , т.е. коэффициенты разложения функции 
t
0(t, x | Y )  в ряд по функциям базисной системы  . 

Найти точное значение всех коэффициентов 
разложения 

0 1 ni i ir   вряд ли возможно за исключе-

нием, может быть, каких-либо специально подоб-
ранных примеров. Поэтому имеет смысл рассматри-
вать приближенное решение в виде частичной сум-
мы ряда (6). В этом случае индексы 10 n, ,.i ..,i i  при-
нимают лишь конечное число значений, а все вве-
денные ранее спектральные характеристики будут 
конечными матрицами. 

Базисные системы для представления функций 
времени и вектора состояния могут формироваться с 
помощью как хорошо известных ортонормирован-
ных систем [11–13], так и новых [14]. Аналогичный 
метод решения можно применить и для неавтоном-
ных стохастических систем (при явной зависимости 
функций f ( ) , ( )   и c( )  от времени). После опре-

деления функции t
0(t, x | Y ) , используя (5), можно 

получить апостериорную плотность вероятности 
t
0p(t, x | Y )  и найти оптимальную оценку €X(t) . 
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Выводы 
В настоящее время при решении задач анализа 

непрерывных систем управления спектральным ме-
тодом, как правило, для представления функций 
времени используются базисные системы, заданные 
на стационарном отрезке [11], хотя первоначально 
спектральный метод анализа применялся с исполь-
зованием базисных систем, заданных на нестацио-
нарном отрезке [5, 13]. В задачах синтеза оптималь-
ного управления, если промежуток времени функ-
ционирования задан, базисные системы следует за-
давать на стационарном отрезке времени из-за необ-
ходимости учета краевых условий (такие задачи 
рассмотрены в [12]). В рассматриваемой задаче оп-
тимальной фильтрации при выводе спектрального 
аналога робастного уравнения Дункана–Мортен-
сена–Закаи предполагалось, что отрезок времени 
функционирования зафиксирован вместе с измере-

ниями t
0Y , однако можно воспользоваться и базис-

ными системами, заданными на нестационарном 
отрезке времени, что позволит решать задачу оце-
нивания текущего состояния объекта наблюдения в 
темпе с поступлением измерений. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ (проект № 13-08-00323-а). 
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РІШЕННЯ РОБАСТНОГО РІВНЯННЯ ДУНКАНА–МОРТЕНСЕНА–ЗАКАИ СПЕКТРАЛЬНИМ МЕТОДОМ 
К.О. Рибаков 

У статті розглядається рішення задачі оптимальної фільтрації сигналів в стохастичних диференціальних сис-
темах. Для наближеного знаходження апостеріорної щільності ймовірності вектора стану об'єкта спостереження 
застосовується спектральний метод, в основі методу лежить уявлення рішення робастного рівняння Дункана-
Мортенсена-Закаи у вигляді ряду за функціями деякої повної ортонормованій системи. Спектральний метод спрощує 
процес вирішення завдання, він зручний для застосування сучасних обчислювальних систем. 

Ключові слова: апостеріорна щільність ймовірності, оптимальна фільтрація, стохастична система, рівняння 
Дункана-Мортенсена-Закаи, спектральний метод. 

 
SOLVING ROBUST DUNCAN–MORTENSEN–ZAKAI EQUATION BY SPECTRAL METHOD 

K.A. Rybakov 
In this paper it is considered the solution of optimal filtering problem for stochastic differential systems. The spectral 

method is used for the approximate finding of conditional probability density for the system state. This method is based on repre-
sentation of the solution for robust Duncan–Mortensen–Zakai equation as the orthogonal series. This approach simplifies the 
process of solving the problem, making it convenient for the use of computers. 

Keywords: conditional density, Duncan–Mortensen–Zakai equation, optimal filtering problem, spectral method, stochastic 
system. 


