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МОДЕЛЬ И МЕТОД РЕАЛИЗАЦИИ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ, 
ВХОДЯЩИХ В КРИПТОАЛГОРИТМЫ RSA 

В.А. Краснобаев, А.И. Тыртышников, И.И. Слюсарь, В.Н. Курчанов, С.А. Кошман 
С целью уменьшение времени реализации криптографических преобразований RSA в статье рассматриваются 

методы быстрой обработки информации. Разрабатываемые методы основаны на использовании принципа кольцевого 
сдвига в модульной системе счисления (МСС). Применение МСС позволило эффективно, с точки зрения повышения 
быстродействия реализации криптографических преобразований с открытым ключом, организовать процесс реализа-
ции модульных целочисленных арифметических операций. 

Ключевые слова: специализированные цифровые устройства и системы, позиционная система счисления, непози-
ционная система счисления, модулярная система счисления, криптографические преобразования. 

 
МОДЕЛЬ І МЕТОД РЕАЛІЗАЦІЇ ЦІЛОЧИСЕЛЬНИХ АРИФМЕТИЧНИХ ОПЕРАЦІЙ,  

ЩО ВХОДЯТЬ ДО КРИПТОАЛГОРИТМІВ RSA 
В.А. Краснобаєв, О.І. Тиртишніков, І.І. Слюсарь, В.М. Курчанов, С.О. Кошман 

З метою зменшення часу реалізації криптографічних перетворень RSA у статті розглядаються методи швидкої об-
робки інформації. Методи, що розробляються, засновані на використанні принципу кільцевого зсуву у модулярній системі 
числення (МСЧ). Застосування МСЧ дозволило ефективно, з точки зору збільшення швидкодії реалізації криптографічних 
перетворень з відкритим ключем, організувати процес реалізації модульних цілочисельних арифметичних операцій. 

Ключові слова: спеціалізовані цифрові пристрої і системи, позиційна система числення, непозиційна система чис-
лення, модулярна система числення, криптографічні перетворення. 
 

 
УДК 519.853 

С.В. Минухин 

Харьковский национальный экономический университет имени Семена Кузнеца, Харьков 
 

О СВОЙСТВАХ ОПТИМАЛЬНОСТИ МЕТОДА МИНИМИЗАЦИИ СУММАРНОГО 
ЗАПАЗДЫВАНИЯ НА ОДИНОЧНОМ УСТРОЙСТВЕ НА ОСНОВЕ РАНГОВОГО 

ПОДХОДА И ПРАВИЛ ДОМИНИРОВАНИЯ 

Рассмотрен метод минимизации суммарного запаздывания работ на одиночном устройстве, сведенный 
к решению задачи нахождения кратчайшего гамильтонового пути в произвольном полносвязном графе на ос-
нове рангового подхода и правил доминирования. Рассмотрены свойства оптимальности метода на основе 
введенных определений локально-оптимального решения, локально-оптимального расписания на ранге и опти-
мальности получаемого итогового расписания. Сформулированы определения и предложения, определяющие  
оптимальность получаемых расписаний выполнения работ на основе доминирующих и строго доминирующих 
расписаний для взвешенного и невзвешенного случаев. Предложены метрики оценки улучшения результатов 
работы алгоритма при использовании правила доминирования. Приведены результаты вычислительного экс-
перимента  по оцениванию улучшения работы алгоритма, подтверждающие целесообразность  использова-
ния правил доминирования.  
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Введение 
Современные информационно-коммуникацион-

ные системы характеризуются наличием большого 
количества различных типов ресурсов – информаци-
онных вычислительных и т.д., их распределенностью, 
управление которыми требует повышения эффектив-
ности и совершенствования процессов управления 
распределенной обработкой, в частности, на локаль-
ных ресурсах, после их нахождения для выполнения 
заданий метапланировщиком. Одной из важнейших 
задач является разработка эффективных алгоритмов 
построения локальных расписаний выполнения зада-
ний в соответствии с выбранными критериями на 

вычислительных устройствах, таких, например, как 
узлы Грид-систем – вычислительные кластеры, кла-
стеры рабочих станций (Clusters of workstations), 
промышленные desktop Grids, некластеризованные 
ресурсы и т.д. В связи с этим в последнее время по-
лучило развитие использование методов построения 
расписаний выполнения работ, которые широко ис-
пользуются в промышленном планировании (produc-
tion planning). Отметим статью [1], в которой пред-
ложено для моделирования работы веб-сервера, ис-
пользующего единственную очередь работ, диффе-
ренцировать QoS (Quality of Service) для различных 
классов запросов к веб-сервисам в соответствии с 
такими приоритетами как взвешенное наименьшее 
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время выполнения (WSPT), наименьший директив-
ный срок (EDD) и т.д. При этом веб-запрос описыва-
ется приоритетом, временем поступления на обра-
ботку, требуемой для его реализации памятью и ди-
рективным сроком выполнения. Новизна решения, 
рассмотренного в [2], заключается в использовании 
правила «наименьший зазор (Earliest Gap) – первый 
наименьшей директивный срок первый (Earliest 
Deadline First)» (EG-EDF) и табу поиска, основанного 
на идее заполнения «зазоров» в текущем расписании 
выполнения работ. Правило EG-EDF позволяет стро-
ить расписание для всех заданий последовательно, 
применяя технику, с помощью которой заполняются 
ранние имеющиеся «зазоры» (EG) в расписании для 
множества вновь прибывших заданий; в случае, если 
зазора для поступающей работы нет, то в нем исполь-
зуется второе правило – EDF – для включения новой 
работы в существующее расписание. 

В данном исследовании для распределенной вы-
числительной системы (Грид-системы, вычислитель-
ного кластера) предлагается метод оптимизации ло-
кальных расписаний, используемый для подхода к 
планированию, рассмотренного в [3], и предусматри-
вающего применение пакетного планирования: из 
входного потока работ формируется пул, величина 
которого определяется характеристиками распреде-
ленной среды и поступивших на обработку работ; 
далее планировщик планирует (назначает) ресурсы 
для их выполнения в соответствии с моделью метода 
о наименьшем покрытии и отправляет работы на вы-
бранные таким образом ресурсы также в виде множе-
ства пакетов, упорядоченных и организованных в 
виде очередей. Если в модели описания задания ис-
пользуется директивный срок, то для построения ло-
кальных расписаний выполнения работ, составляю-
щих очереди на множестве ресурсов распределенной 
системы, представляется возможным использование 
методов построения расписаний на одиночном уст-
ройстве (приборе), учитывая специфику описанного 
подхода к планированию. Построение локальных 
расписаний, с формальной точки зрения, может быть 
сведено к классической задаче минимизации суммар-
ного взвешенного и невзвешенного запаздывания 
работ на одиночном устройстве (приборе). 

Постановка задачи 
Предположим, что на одиночное устройство 

(вычислительный ресурс) поступает множество не-
зависимых работ  1 2 nJ J , J ,..., J , каждая из кото-
рых будет непрерывно (без прерываний) выполнять-
ся на нем. При этом известны продолжительность 
выполнения каждого задания Lj и директивный срок 
его выполнения dj. Необходимо определить такой 
порядок (последовательность) выполнения всех за-
даний, одновременно поступающих на устройство, 
при котором минимизируется суммарное время за-

паздывания всех работ входной очереди  

 S j j
{j S}

TT max 0,C d


  , 

где Cj – время завершения работы j. Для решения 
этой задачи, обозначаемой 1||∑Ti, в [4] предложен 
метод на основе рангового подхода к построению 
кратчайшего гамильтонова пути в полносвязном 
графе, имеющий временную сложность О(n3). 

Задача минимизации суммарного взвешенного 
времени запаздывания на одиночном устройстве  

  S j j j
{j S}

TWT max 0, C d w


    

(1||∑wiTi) формулируется следующим образом. Мно-
жество работ, проиндексированных от 1 до n, должно 
быть выполнено без прерываний на одиночном уст-
ройстве, обрабатывающем только одну работу в оп-
ределенный момент времени. Все работы поступают 
на устройство в момент времени t=0 (или одновре-
менно). Работа характеризуется временем ее обра-
ботки Li (или процессорным временем pi), директив-
ным сроком di и весом wi. Для удобства все работы 
упорядочены согласно правилу EDD (Earliest Dead-
line First, работа с наименьшим директивным сроком 
первая), так что di < dj; если di = dj, тогда pi < pj; если 
pi = pj, тогда wi > wj для всех i, j (i < j). Если работа i 
завершается после директивного срока di, результа-
том является взвешенный штраф за запаздывание. 

Для обоснования целесообразности использо-
вания правил доминирования и ее эксперименталь-
ного подтверждения рассмотрим пример, иллюст-
рирующий работу алгоритма на основе произволь-
ного полносвязного графа с 4-мя вершинами, кото-
рые определяют работы тестовой последовательно-
сти, суть метода [4] и использование в нем правила 
доминирования. 

Пусть есть множество работ J1 (4 , 7), J2 (5, 6), 
J3 (3 , 7), J4 (3 , 4), для которого необходимо постро-
ить расписание. Каждая работа J характеризуется 
двумя параметрами: длительностью L и директив-
ным сроком d, и, таким образом, представляется как 
J (L, d). Граф, отображающий данное множество 
работ, представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1.  Полносвязный граф,  

состоящий из 4-х вершин (работ) 
 

Для пояснения сущности и особенностей базо-
вого алгоритма [4] используем матрицу, в которой 
столбцам соответствуют ранги, а строкам – работы, 
для которых нужно построить расписание (график 
выполнения) (см. табл. 1). 

J3 

J4 

J3  (3,7) 

J4  (3,4) 
 

J2(5,6)  

J1(4,7)  
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Таблица 1 
Пример работы алгоритма без использования правила доминирования 

Вершина Ранг 1 Ранг 2 Ранг 3 Ранг 4 
J1 (4;7) T(1)1 =  

=(0 + 4) – 7 = – 3 
T(2)2,1 = (5 + 4) – 7 = 2 
T(2)3,1 = (3 + 4) – 7 = 0 
T(2)4,1 = (3 + 4) – 7 = 0 

T(3)3,2,1 = (8 + 4) – 7 = 5 
T(3)4,3,1 = (6 + 4) – 7 = 3 
T(3)3,4,1 = (6 + 4) – 7 = 3 

TT4,3,2,1 = 0 + 0 + 5 + 8 = 13 
 

J2 (5;6) T(1)2 =  
=(0 + 5) – 6 = – 1 

T(2)1,2 = (4 + 5) – 6 = 3 
T(2)3,2 = (3 + 5) – 6 = 2 
T(2)4,2 = (3 + 5) – 6 = 2 

T(3)3,1,2 = (7 + 5) – 6 = 6 
T(3)4,3,2 = (6 + 5) – 6 = 5 
T(3)3,4,2 = (6 + 5) – 6 = 5 

TT3,4,1,2 = 0 + 0 + 3 + 9 = 14 
TT3,1,4,2 = 0 + 0 + 6 + 9 = 15 

J3 (3;7) T(1)3 = 
=(0 + 3) – 7 = –4 

T(2)1,3 = (4 + 3) – 7 = 0 
T(2)2,3 = (5 + 3) – 7 = 1 
T(2)4,3 = (3 + 3) – 7 =  – 1 

  

J4 (3;4) T(1)4 =  
=(0 + 3) –  4= –1 

T(2)1,4 = (4 + 3) – 4 =  3 
T(2)2,4 = (5 + 3) –  4 =  4 
T(2)3,4 = (3 + 3) – 4 = 2 

T(3)3,1,4 =  (7+3) – 4= 6 
T(3)3,2,4 = (8+3)–4=7 

 

 
Для определения величины текущего запазды-

вания работ на каждом ранге используем обозначе-
ние T(J) j1j2…jn, где J – количество рангов (столб-
цов) текущего пути, j1j2,… jn – вершины графа (ра-
боты), входящие в текущий путь к какой-либо вер-
шине (работе) на текущем ранге (столбце) матрицы.  

Таким образом, суммарное запаздывание всех 
работ ТТ будет определяться на последнем ранге. 

В начальном состоянии работы не упорядоче-
ны, запаздывание каждой из них равно 0.  

В первой строке матрицы ранга 1 строятся все 
пути от работ J2, J3, J4 к работе J1, во второй – пути 
от работ J1, J3, J4 к работе J2, в третьей – пути от ра-
бот J1, J2, J4 к работе J3, в четвертой – пути от работ 
J1, J2, J3 к работе J4. 

Далее, в соответствии с базовым алгоритмом, 
для каждой строки необходимо выбрать минималь-
ные пути: для строки 1 – T(2)3,1 =3+(4-7) = 0 и 
T(2)4,1 = 3+(4-7) = 0; для строки 2 – T(2)3,2 = 
= 3+(5-6) = 2 и T(2)4,2 = 3+(5-6) = 2; для строки 3 – 
T(2)4,3 = 3+(3-7) = -1; для строки 4 – T(2)3,4 = 3+(3-4) = 
= 2. После этого на ранге 3 выбираем: в первой стро-
ке – T(3)4,3,1 = 6+(4-7) = 3 и T(3)3,4,1 = 6+(4-7) = 3; во 
второй строке – T(3)4,3,2 = 6+(5-6) = 5 и T(3)3,4,2 = 
= 6+(5-6) = 5; в третьей строке – T(3)4,1,3 = 7+(3-7) = 
= 3; в четвертой строке – T(3)3,1,4 = 7+(3-4) = 6. Да-

лее строим пути из вершин ранга 3 к вершинам ран-
га 4: для строки 1 – TT4,3,2,1 = 0+0+5+8 = 13; для 
строки 2 – TT4,3,1,2 = 0+0+3+9 = 12 и TT4,1,3,2 = 
= 0+0+3+9 = 12. Таким образом, кратчайший га-
мильтонов путь в графе на рис. 1 включает последо-
вательность вершин (работ) J4J3J1J2 (в табл. 1 и далее 
в табл. 2 выделены минимальные значения текущего 
запаздывания на рангах).  

Из рассмотренного в табл. 1 примера следует, 
что на рангах матрицы имеются «конкурирующие» 
(имеющие одинаковое текущее запаздывание) пути, 
из которых требуется выбрать только один – слу-
чайным образом или при помощи правила домини-
рования, которое позволяет получить локально-
оптимальное решение, – или же при помощи «стя-
гивания» все сформированных путей к следующему 
рангу, то есть использования всех построенных на 
текущем ранге путей без отсекания на следующем. 
В данном исследовании в случае наличия одинако-
вых значений текущего запаздывания для несколь-
ких путей на ранге предлагается использовать пра-
вило доминирования – например, EDD: на ранге 3 
решением для путей T(3)4,3,1 = 6+(4-7) = 3 и 
T(3)3,4,1 = 6+(4-7) = 3 является выбор T(3)4,3,1, по-
тому что d4 < d3. Пример использования правила 
EDD для графа на рис. 1 приведен в табл. 2. 

Таблица 2 
Пример работы алгоритма с правилом EDD 

Вершина Ранг 1 Ранг 2 Ранг 3 Ранг 4 
J1 (4;7) T(1)1 = (0 + 4) – 7 = – 3 T(2) 2,1 = (5 + 4) – 7 = 2 

T(2)3,1 = (3 + 4) – 7 = 0 
T(2)4,1 = (3 + 4) – 7 = 0 

T(3)4,2,1 = (8 + 4) – 7 = 5 
T(3)4,3,1 = (6 + 4) – 7 = 3 
T(3)3,4,1 = (6 + 4) – 7 = 3 

TT3,4,2,1 = 0+2+5+8 = 15 

J2 (5;6) T(1)2 = (0 + 5) – 6 = – 1 T(2)1,2 = (4 + 5) – 6 = 3 
T(2)3,2 = (3 + 5) – 6 = 2 
T(2)4,2 = (3 + 5) – 6 = 2 

T(3)4,1,2 = (7 + 5) – 6 = 6 
T(3)4,3,2 = (6 + 5) – 6 = 5 
T(3)3,4,2 = (6 + 5) – 6 = 5 

TT4,3,1,2 = 0+0+3+9 = 12 
TT4,1,3,2 = 0+0+3+9 = 12 
 

J3 (3;7) T(1)3 = (0 + 3) – 7 = –4 T(2)1,3 = (4 + 3) – 7 = 0 
T(2)2,3 = (5 + 3) – 7 = 1 
T(2)4,3 = (3 + 3) – 7 = – 1 

T(3)4,1,3 = (7 + 3) – 7 = 3 
T(3)4,2,3 = (8 + 3) – 7 = 4 

 

J4 (3;4) T(1)4 = (0 + 3) – 10 = –7 T(2)1,4 = (4 + 3) – 4 = 3 
T(2)2,4 = (5 + 3) – 4 = 4 
T(2)3,4 = (3 + 3) – 4 = 2 

  

 
Сравнительный анализ полученных в табл. 1 

и табл. 2 значений суммарного запаздывания по-
казывает, что использование правила доминиро-

вания позволяет уменьшить суммарное запазды-
вание: при использовании правила оно составляет 
12, без – 13.  
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Теоретические положения  
обоснования целесообразности  

использования правила  
доминирования 

Для обоснования целесообразности использо-
вания правила доминирования в базовом алгоритме 
[4] используем следующие определения  и предло-
жения. 

Определение 1. Текущей последовательностью 
работ σ(R) на ранге R с длиной расписания Tσ(R) из 
частной последовательности работ σ = j1,j2,…, jn яв-
ляется последовательность, формируемая на шаге, 
соответствующем рангу R, и состоящей из работ, 
которые выбраны алгоритмом для ранга R-1, и рабо-
ты на ранге R.  

Определение 2. Текущую последовательность 
работ σ(R) на ранге R с длиной расписания Tσ(R) из 
частной последовательности работ σ = j1,j2,…, jn на-
зовем «лучшей», чем текущая последовательность 
T’σ(R), если выполняется условие Tσ(R) - T’σ(R) < 0 
(Tσ(R)< T’σ(R)). 

Определение 3. Текущую последовательность 
работ σ(R) на ранге R с длиной расписания Tσ(R) из 
частной последовательности работ σ = j1,j2,…, jn на-
зовем «эквивалентной» текущей последовательно-
сти T’σ(R), если выполняется условие Tσ(R) - T’σ(R)= 
= 0 (Tσ(R)= T’σ(R)). 

Определение 4. Рассмотрим работы Ji и Jk , ко-
торые запланированы на предыдущем по отноше-
нию к текущему ранге. При условии Tσ(R) - T’σ(R)=0 
(условие в определении 3), оптимальным является 
то расписание, в котором Ji  предшествует Jk  по ти-
пу доминирования [5]: 

отношение глобального предшествования – ра-
боты располагаются в определенном порядке, кото-
рый определяется по принятым правилам домини-
рования (невзвешенный и взвешенный случаи); 

отношение безусловного предшествования – 
работы располагаются в таком порядке, что их пере-
становка увеличивает критерий или определяет воз-
можность применения определенного правила до-
минирования; 

отношение предшествования, зависимого от 
времени – работы располагаются в таком порядке, 
что их перестановка увеличивает критерий или оп-
ределяет возможность применения определенного 
правила доминирования и зависит от момента нача-
ла обработки работ. 

Пусть WTσ(R) – взвешенное запаздывание те-
кущей последовательности работ на ранге R для 
частной последовательности работ σ, Cmax (σ) – мак-
симальное значение времени завершения работ в 
частной последовательности σ. Для формулировки 
приведенных далее определений 5, 6 используем 
результаты работ [6, 7]. 

Определение 5. Если Cmax(σ1) ≤ Cmax(σ2) – мак-
симальные значения времени завершения работ в 
частных последовательностях σ1 и σ2, WT(σ1)  ≤ 
≤  WT(σ2), σ1, σ2 – частные последовательности ра-
бот из последовательности σ = j1,j2,…, jn, то можно в 
любом допустимом расписании использовать после-
довательность σ1 вместо последовательности σ2 с 
оценкой «последовательность σ1 не хуже последова-
тельности σ2 по времени завершения всех работ». 

Определение 6. Если Cmax(σ1) < Cmax(σ2) и WT(σ1) 
< WT(σ2), σ1, σ2 – частные последовательности работ 
из последовательности σ = j1,j2,…, jn, то можно в лю-
бом допустимом расписании использовать последова-
тельность σ1 вместо последовательности σ2 с оценкой 
«последовательность σ1 лучше последовательности σ2 
по времени завершения всех работ». 

Для оценки расписаний, получаемых на основе 
локально-оптимальных решений, сформулируем 
следующие предложения. 

Предложение 1. Рассмотрим работы Ji  и Jk , 
которые должны быть запланированы на произ-
вольном ранге R. Расписание, в котором Ji предше-
ствует Jk, является локально-оптимальным, если 
выполняется неравенство Tik - Tki ≤  0 (Tik ≤  Tki). 

Предложение 2 (взвешенный случай). Рас-
смотрим работы Ji и Jk, которые должны быть за-
планированы на произвольном ранге R. Расписание, 
в котором Ji предшествует Jk, является локально-
оптимальным решением, если выполняется неравен-
ство WTik - WTki ≤  0 (WTik ≤  WTki). 

Предложение 3. Расписание частной последова-
тельности работ σ = j1,j2,…, jn на произвольном ранге R 
является (k,R)-оптимальным, если оно включает k 
(R  ≥  k  ≥  1) локально-оптимальных решений. 

Предложение 4. Расписание TT(σ) частной по-
следовательности работ σ = j1,j2,…, jn является (k,n)-
оптимальным, если оно включает k (n  ≥  k  ≥  1) ло-
кально-оптимальных решений. 

Предложение 5 (взвешенный случай). Распи-
сание TWT(σ) частной последовательности работ 
σ = j1,j2,…, jn является (kw,n)-оптимальным, если оно 
включает kw (n  ≥  kw   ≥1) локально-оптимальных 
решений. 

Предложение 6. Расписание TT(σ1) частной 
последовательности работ σ1 доминирует над распи-
санием TT(σ2) частной последовательности работ σ2, 
если выполняются условия: 

расписания для последовательностей σ1 и σ2 яв-
ляются оптимальными: 

TT(σ1) является (k1,n)-оптимальным, TT(σ2) яв-
ляется (k2, n)-оптимальным;  

TT(σ1)≤ TT(σ2);k1≥ k2. 
Предложение 7. Расписание TT(σ1) частной 

последовательности работ σ1 строго доминирует над 
расписанием TT(σ2) частной последовательности 
работ σ2, если выполняются условия: 
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расписания для последовательностей σ1 и σ2 яв-
ляются оптимальными: 

TT(σ1) является (k1,n)-оптимальным, TT(σ2) яв-
ляется (k2,n)-оптимальным;  

TT(σ1)< TT(σ2);k1> k2. 
Предложение 8 (взвешенный случай). Расписа-

ние TWT(σ1) частной последовательности работ σ1 

доминирует над расписанием TWT(σ2) частной после-
довательности работ σ2, если выполняются условия: 

расписания последовательностей σ1 и σ2 явля-
ются оптимальными:  

TWT(σ1) является (kw
1,n)-оптимальным, 

TWT(σ2) является (kw
2,n)-оптимальным;  

TWT(σ1)  ≤  TWT(σ2);kw
1   ≥  kw

2. 
Предложение 9 (взвешенный случай). Распи-

сание TWT(σ1) частной последовательности работ σ1 

строго доминирует над расписанием TWT(σ2) част-
ной последовательности работ σ2, если выполняются 
условия: 

расписания последовательностей σ1 та σ2 явля-
ются оптимальными: 

TWT(σ1) является (kw
1,n)-оптимальным, 

TWT(σ2) является (kw
2, n)-оптимальным;  

TWT(σ1) < TWT(σ2);  kw
1 > kw

2. 

Алгоритм минимизации суммарного 
запаздывания с использованием 

правила доминирования 

Для использования правила доминирования в 
базовом алгоритме (алгоритме оптимизации по на-
правлению [4]) обобщим его с учетом введенных 
определений  и предложений.  

Шаг 1. Формируем произвольную последова-
тельность работ из исходного множества. Эта по-
следовательность составляет работы ранга 1. 

Шаг 2. Строим все пути ранга 2; на текущем 
ранге для каждой работы выбираем пути с мини-
мальной величиной текущего запаздывания. Если их 
несколько, выбираем тот путь, для которого распи-
сание является доминирующим, то есть включает 
оптимальную последовательность работ на ранге 
(рангах). В случае, если таких путей несколько, вы-
бираем тот путь, для которого расписание является 
строго доминирующим. 

Шаг 3. Строим все пути ранга 3 и т.д. до тех 
пор, пока не достигнем ранга n. Рассчитываем сум-
марное запаздывание работ для частной последова-
тельности σ = j1,j2,…, jn и суммарное количество 
локально-оптимальных решений, то есть последова-
тельности работ, построенных (выбранных) алго-
ритмом на ранге (рангах) по правилу доминирова-
ния.  

Полученная последовательность работ σ1 опре-
деляет строго оптимальное и доминирующее распи-
сание, если для любых частных последовательно-
стей σ1 и σ2 на разных рангах расписания являются 

оптимальными –  (kσ1,Rσ1)-оптимальным и (kσ2,Rσ2)-
оптимальным, причем kσ1≥ kσ1; 

– для невзвешенного случая: TT(σ1)< TT(σ2) и 
k1> k2, где k1, k2 – количество локально-
оптимальных решений для последовательностей σ1 и 
σ2 , соответственно, на ранге n; 

– для взвешенного случая: TWT(σ1)< TWT(σ2) 
и kw

1>kw
2 где kw

1, kw
2 – количество локально-

оптимальных решений для последовательностей σ1 и 
σ2 , соответственно, на ранге n. 

Метрики оценки улучшения  
результатов работы алгоритма  

при использовании правила  
доминирования 

Для оценки улучшения результатов работы ба-
зового алгоритма при использовании правила доми-
нирования предлагаются следующие метрики:  

отношение количества вершин построенного 
кратчайшего гамильтонова пути в графе (см. рис. 1), 
полученного с использованием правила доминиро-
вания, к общему количеству вершин в графе – плот-
ность  

dr
GP

v n , 

где vdr – множество вершин графа, полученных с 
использованием правила доминирования, n – общее 
количества вершин в графе;  

относительное уменьшение суммарного запаз-
дывания  

dr(TT TT ) / TT , 

где TTdr – суммарное запаздывание с использовани-
ем в алгоритме правила доминирования; TT – сум-
марное запаздывание без использования правила 
доминирования. 

Для экспериментального исследования влияния 
правил доминирования на время работы базового 
алгоритма и величину суммарного запаздывания 
проведены вычислительные эксперименты на ис-
ходных данных с таким количеством работ, которое 
встречается на практике. Для этого использован ал-
горитм [8] и сгенерированы пакеты из 75 заданий 
(instances, наблюдений) по 20 –160 работ в каждом и 
рассчитаны относительное уменьшение суммарного 
времени запаздывания (рис. 2) и количество локаль-
но-оптимальных решений, полученных с использо-
ванием правил доминирования (рис. 3). 

Полученные результаты показывают, для неко-
торых характеристик заданий относительное 
уменьшение суммарного запаздывания может со-
ставлять до 25%, а количество получаемых локаль-
но-оптимальных решений может достигать 50%, что 
подтверждает целесообразность использования пра-
вил доминирования в базовом алгоритме. 
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Рис. 2. Зависимость относительного уменьшения суммарного времени запаздывания при использовании 

правил доминирования EDD, MDD, SPT по отношению к базовому алгоритму от количества работ, % 

 
Рис. 3. Зависимость количества локально-оптимальных решений, полученных  

с использованием правил доминирования EDD, MDD, SPT, от количества работ, % 
 

Выводы 
Рассмотрен метод минимизации суммарного за-

паздывания на одиночном устройстве  на основе ран-
гового подхода и правил доминирования, имеющий 
малую временную сложность, что позволяет исполь-
зовать его для построения локальных расписаний в 
распределенных вычислительных системах.  Обосно-
вана целесообразность использования в данном ме-
тоде правила доминирования, позволяющего улуч-
шить получаемые расписания выполнения работ. 
Сформулированы определения и предложения, в це-
лом, определяющие свойства оптимальности метода 
при использовании правила доминирования для вы-
бора работы строящегося расписания на каждом ран-
ге. Приведены результаты экспериментального ис-
следования алгоритма на основе предложенных мет-
рик оценки улучшения его результатов, подтвер-
ждающие целесообразность применения правил до-
минирования в исследуемом базовом алгоритме. 

Дальнейшие исследования предполагается про-
вести в направлении автоматического выбора пра-
вила доминирования в зависимости от характери-
стик поступающих в систему работ.  
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ПРО ВЛАСТИВОСТІ ОПТИМАЛЬНОСТІ МЕТОДУ МІНІМІЗАЦІЇ СУМАРНОГО ЗАПІЗНЮВАННЯ  
НА ОДИНОЧНОМУ ПРИСТРОЇ НА ОСНОВІ РАНГОВОГО ПІДХОДУ І ПРАВИЛ ДОМІНУВАННЯ 

С.В. Мінухін 
Розглянуто метод мінімізації сумарного запізнювання робіт на одиночному пристрої, зведений до вирішення за-

дачі знаходження найкоротшого гамільтонового шляху в довільному повнозв’язному графі на основі рангового підходу і 
правил домінування. Розглянуто властивості оптимальності методу на основі введених визначень локально-
оптимального рішення, локально-оптимального розкладу на ранзі і оптимальності одержуваного підсумкового розкла-
ду.  Сформульовано визначення та пропозиції, що визначають оптимальність одержуваних розкладів виконання робіт 
на основі домінуючих і строго домінуючих розкладів для зваженого і незваженого випадків. Запропоновано метрики 
оцінки поліпшення результатів роботи алгоритму при використанні правила домінування. Наведено результати обчис-
лювального експерименту з оцінювання поліпшення роботи алгоритму, які підтверджують доцільність використання 
правил домінування. 

Ключові слова: розклад, робота, ранговий підхід, правило домінування, послідовність, метрика, граф. 
 

ON THE OPTIMALITY PROPERTIES OF A METHOD TO MINIMIZE TOTAL TARDINESS  
ON A SINGLE MACHINE BASED ON THE RANK APPROACH AND THE DOMINANCE RULES 

S.V. Minukhin 
The method of minimizing the total delay work on the single device pivoted to the problem of finding the shortest Hamilto-

nian path in a random fully connected graph based on the rank approach and the dominance rules is considered. The properties 
of an optimal method based on the introduced definitions of locally optimal solutions for the optimal schedule on the rank and 
the optimality of the final schedule are considered. Definitions and propositions that define the optimality of job schedules on the 
basis of strictly dominant and dominant schedules for the weighted and unweighted cases are formulated. Metrics evaluation to 
improve the results of the algorithm using the dominance rules are proposed. The results of computer simulation for estimating 
improvement of the algorithm, confirming the expediency of the dominance rules. 

Keywords: schedule, job, rank approach, dominance rule, metric, graph. 
 


