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ПРО ВЛАСТИВОСТІ ОПТИМАЛЬНОСТІ МЕТОДУ МІНІМІЗАЦІЇ СУМАРНОГО ЗАПІЗНЮВАННЯ  
НА ОДИНОЧНОМУ ПРИСТРОЇ НА ОСНОВІ РАНГОВОГО ПІДХОДУ І ПРАВИЛ ДОМІНУВАННЯ 

С.В. Мінухін 
Розглянуто метод мінімізації сумарного запізнювання робіт на одиночному пристрої, зведений до вирішення за-

дачі знаходження найкоротшого гамільтонового шляху в довільному повнозв’язному графі на основі рангового підходу і 
правил домінування. Розглянуто властивості оптимальності методу на основі введених визначень локально-
оптимального рішення, локально-оптимального розкладу на ранзі і оптимальності одержуваного підсумкового розкла-
ду.  Сформульовано визначення та пропозиції, що визначають оптимальність одержуваних розкладів виконання робіт 
на основі домінуючих і строго домінуючих розкладів для зваженого і незваженого випадків. Запропоновано метрики 
оцінки поліпшення результатів роботи алгоритму при використанні правила домінування. Наведено результати обчис-
лювального експерименту з оцінювання поліпшення роботи алгоритму, які підтверджують доцільність використання 
правил домінування. 

Ключові слова: розклад, робота, ранговий підхід, правило домінування, послідовність, метрика, граф. 
 

ON THE OPTIMALITY PROPERTIES OF A METHOD TO MINIMIZE TOTAL TARDINESS  
ON A SINGLE MACHINE BASED ON THE RANK APPROACH AND THE DOMINANCE RULES 

S.V. Minukhin 
The method of minimizing the total delay work on the single device pivoted to the problem of finding the shortest Hamilto-

nian path in a random fully connected graph based on the rank approach and the dominance rules is considered. The properties 
of an optimal method based on the introduced definitions of locally optimal solutions for the optimal schedule on the rank and 
the optimality of the final schedule are considered. Definitions and propositions that define the optimality of job schedules on the 
basis of strictly dominant and dominant schedules for the weighted and unweighted cases are formulated. Metrics evaluation to 
improve the results of the algorithm using the dominance rules are proposed. The results of computer simulation for estimating 
improvement of the algorithm, confirming the expediency of the dominance rules. 

Keywords: schedule, job, rank approach, dominance rule, metric, graph. 
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PHI-ФУНКЦИИ ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ОГРАНИЧЕНИЙ ВКЛЮЧЕНИЯ  

В ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ  БАЛАНСНОЙ КОМПОНОВКИ 
 

Строится полный класс phi-функций для моделирования отношения включения объектов, имеющих 
форму цилиндра, параллелепипеда, правильной призмы и шара в цилиндрический,  параболоидный контей-
нер, а также контейнер, имеющий форму усеченного конуса. 

 
Ключевые слова: 3D-объекты, компоновка, математическое моделирование, phi-функция, отношение 

включения. 
 

Введение 
Оптимизационные задачи компоновки пред-

ставляют большой интерес в области космической 
инженерии [1] при размещении оборудования в 
модульных отсеках космических кораблей и спут-
ников. Задачи оптимальной компоновки относятся к 
классу NP-сложных задач, для решения которых 
используются эвристические алгоритмы.  

Для разработки эффективных методов решения 
с привлечением методов локальной и глобальной 

оптимизации необходимо построение адекватных 
математических моделей задач рассматриваемого 
класса.  

В основе построения математической модели – 
аналитическое описание ограничений на непересече-
ние объектов, размещение объектов в области с уче-
том ограничений механического поведения и ограни-
чений на минимально допустимые расстояния. Как 
известно [2], наиболее мощным средством аналити-
ческого описания отношений геометрических объек-
тов является метод phi-функций Стояна [3].  
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В статьях [4 – 6] предлагаются phi-функции для 
некоторых базовых 3D-объектов. В данной работе 
строится полный класс phi-функций для моделиро-
вания отношения включения объектов, имеющих 
форму цилиндра, параллелепипеда, правильной 
призмы и шара в цилиндрический,  параболоидный 
контейнер, а также контейнер, имеющий форму 
усеченного конуса. Рассматриваемые формы объек-
тов и контейнеров выделены, исходя из особенно-
стей задач компоновки оборудования в модульных 
отсеках космических кораблей и спутников.  

Контейнеры 
В качестве моделей контейнеров рассматрива-

ются цилиндры, параболоиды и усеченные конусы. 
(рис. 1)  

 
Рис. 1. Модели контейнеров 

 
Пусть Ñ  – контейнер цилиндрической формы 

с метрическими характеристиками (R,H)  (рис. 1, а), 
где R  – радиус основания, H  – высота цилинра; 
Λ – контейнер параболоидной формы с метриче-
скими  характеристиками (R,H)  (рис. 1, б), где R  – 
радиус основания, H  – высота параболоидного 
контейнера, при этом  

 Λ Q G ,  
3 2 2{(x, y,z) : z x y H 0}      Q  , 

3{(x, y,z) : z 0}  G  ;  
Ε – контейнер, имеющий форму усеченного конуса 
с метрическими характеристиками 1 2(R ,R ,H)  
(рис. 1, в), где 1 2R ,R  – радиусы нижнего и верхнего 
оснований, H  – высота усеченного конуса, при этом  

1 1 2  Ε Ε G G ,  3
1 {(x, y,z) : z 0}  G  , 

3
2 {(x, y,z) : z H 0}    G  , 

3 2 21
1 1

1

H{(x, y,z) : z x y H 0}
R

      Ε  , 

где                           1
1

1 2

R HH
R R




,.                         (1) 

Пусть   
* 3 \ intC Ñ , * 3 \ intΛ Λ ,  * 3 \ intΕ E . 

Каждый из объектов C , Λ , Ε  задан в не-
подвижной системе координат Î xyz , поскольку 
контейнеры C , Λ, Ε считаются неподвижными. 
Полюс Î  объектов совпадает с началом их собст-
венной системой координат.  

Размещаемые объекты 
В качестве размещаемых объектов рассматри-

ваются прямые круговые цилиндры, прямые прямо-
угольные параллелепипеды, прямые правильные 
призмы и шары.   

Пусть   – цилиндр с метрическими характе-
ристиками (r,h) , где r – радиус основания, h  – 
полувысота;   – параллелепипед с метрическими 
характеристиками (w,l,h) , где w  –  полудлина, l  –  
полуширина, h  –  полувысота;  – прямая пра-
вильная призма с метрическими характеристиками 
(m,r,h) , где r  – радиус описанной окружности 
около правильного m-угольника, h  – полувысота; а 
  – шар радиуса r  (рис. 2). 

 
Рис. 2. Размещаемые объекты 

 
Координаты полюса Î (x, y,z)   размещаемых 

объектов  ,  ,  ,   являются переменными 
параметрами размещения относительно неподвиж-
ной системы Î xyz . Полагаем, что полюс Î   нахо-
дится в центре симметрии рассматриваемой фигуры 
(рис. 2).  
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Phi-функции 
Пусть 1A(u )  и 2B(u )  – два произвольных 3D-

объекта, где 1 1 1 1u (x , y ,z ) , 2 2 2 2u (x , y ,z )  – 
переменные вектора трансляции (параметры разме-
щения), соответственно.  

Как известно [3], всюду определенная непре-
рывная функция называется phi-функцией, если 
выполняются следующие условия: 

 1 2(u ,u ) 0  , если  1 2A(u ) B(u )   ; 
 1 2(u ,u ) 0  , если  

1 2

1 2

frA(u ) frB(u )
int A(u ) int B(u )

  
   

; 

 1 2(u ,u ) 0  , если  

1 2int A(u ) int B(u )   . 
В терминах  phi-функции ограничение включе-

ния объекта A  в контейнер B  описывается сле-

дующим образом: AB 0


  , где 3B \ int B   . 
Проекция нулевого уровня 12  phi-функции 

AB  определяется как *
12 fr(B (0) A(0))   .  

Phi-функция для объектов C  и   определяет-
ся так [4]: 

zC Ñ
1 2min{ , , }


    C  ,            (2) 

где                                 1 z r   ,                            (3) 

2 H z r    ,                      (4) 

zÑ Ñ 2 2 2x y (R r)


      .         (5) 

Phi-функция для объектов C  и   может быть 
представлена в виде (1) [4], полагая 

1 z h   ,                           (6) 

2 H z h    .                       (7) 
Аналогично предыдущему случаю можно по-

строить phi-функцию для объектов C  и  , если  
 

описать прямой круговой цилиндр   около правиль-

ной призмы  . Тогда phi-функция 


C   может 
быть определена в виде (2) с учетом равенств (5)-(7).  

Phi-функцию для объектов C  и   можно  оп-
ределить следующим образом [4]: 

 1 2 imin , ,f ,i 1,...,4


    C  ,          (8)                                            

где  1  и 2  определяются равенствами (6) и (7), а  

if  – функции вида 
2 2 2

1f (x w) (y l) R      ,  
2 2 2

2f (x w) (y l) R      ,  
2 2 2

3f (x w) (y l) R      ,  
2 2 2

4f (x w) (y l) R      . 
 

Phi-функцию для объектов Λ  и   можно оп-
ределить так: 

1 imin{ ,f ,i 1,...,4}


   Λ ,          (9)   
где 1  определяется отношением (6), а if  – функции: 

2 2
1f z (x w) (y l) H h        ; 

2 2
2f z (x w) (y l) H h        ; 

2 2
3f z (x w) (y l) H h        ; 

2 2
4f z (x w) (y l) H h        . 

Проекция нулевого уровня для 


Λ  приведе-
на на рис. 3, а. 

 

 
   а                                                                          б 

Рис. 3. Проекция нулевого уровня 12  phi-функции для объектов: а – Λ  и   б – Λ  и   
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Phi-функция для объектов Λ  и   определя-
ется отношением (2), где 1  имеет вид (6), 

2
2 H r h z      (рис. 3, б),  

zÑ C 2 2 2
z*x y (R r)


      ,           (10) 

     z*R max{0,H z h}   .               (11) 

Phi-функция для объектов Λ  и  , как и для 

случая с phi-функцией 


Λ , может быть описана 
соотношением (2) с учетом равенств (10), (11), если 
описать  

цилиндр   около призмы  . Проекция нулевого 

уровня 12  phi-функции 


Λ  изображена на 
рис. 4, а. 

Phi-функцию для объектов Λ  и   можно оп-
ределить аналогично, как и phi-функцию для объек-
тов Λ  и   соотношением (2), полагая 

zÑ Ñ 2 2 2
z*x y (R r)


      , 

z*R max{0,H z r}   ,  

1  определено в (3), 2
2 z H r 0.25       (рис. 4, б) 

 

      
   а                                                                        б 

Рис. 4. Проекция нулевого уровня 12  phi-функции для объектов: а – Λ  и  ; б – Λ  и   
 

Phi-функция для объектов Ε  и   описывает-
ся соотношением (8), где 1  и 2  определяются 
равенствами (6) и (7), а функции if  имеют вид 

 2 21
1 1

1

Hf z (x w) (y l) H h
R

        ; 

2 21
2 1

1

Hf z (x w) (y l) H h
R

        , 

2 21
3 1

1

Hf z (x w) (y l) H h
R

        , 

2 21
4 1

1

Hf z (x w) (y l) H h
R

        , 

1H  определено равенством (1). 
Проекция нулевого уровня для phi-функции 


Ε  представлена на рис. 5. 

Phi-функцию для объектов Ε  и   можно оп-
ределить соотношением (2), где 1  и 2  соответст-
вуют равенствам (6) и (7),  

zÑ C 2 2 2
zx y (R r)


      ,         (12) 

 

 
Рис. 5. Проекция нулевого уровня 12   

phi-функции для объектов Ε  и   
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1 1
z

1

R (H z)R
H


 ,                 (13)  

а 1H  определено в равенстве (1). 
Аналогично, при помощи соотношений (1)-

(4), (12), (13) строится phi-функция для объектов 
Ε  и  .  

Проекции нулевого уровня для phi-функций 


Ε  и 


Ε  изображены на рис. 6, а  и  6, б соот-
ветственно.  

Phi-функция для объектов Ε  и   может быть 
определена равенствами (1) – (4), (12) – (13). Проек-
ция ее нулевого уровня приведена на рис. 7. 

 

 
   а                                                                           б 

Рис. 6. Проекция нулевого уровня 12   phi-функции для объектов: а – Ε  и  ; б – Ε  и   
 

 
Рис. 7. Проекция нулевого уровня  

12  phi-функции для объектов: Ε  и   
 

Выводы 
Построенные phi-функции вида (2), (8), (9) 

позволяют описывать ограничения включения в 
аналитическом виде при построении математиче-
ских моделей оптимизационных задач компонов-
ки 3D-объектов, для реализации которых можно 
использовать современные методы математиче-

ского программирования и негладкой оптимиза-
ции.   
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PHI-ФУНКЦІЇ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ ОБМЕЖЕНЬ ВКЛЮЧЕННЯ 
В ОПТИМІЗАЦІЙНИХ ЗАДАЧАХ БАЛАНСНОЇ КОМПОНОВКИ  

Т.Е. Романова, А.А. Коваленко  
Будується повний клас phi-функцій для моделювання відношень включення об’єктів, що мають форму циліндра, 

паралелепіпеда, правильної призми та шара у циліндричний, параболоїдний контейнер, а також контейнер, що має 
форму зрізаного конуса. 

Ключові слова: 3D-об’єкти, компоновка, математичне моделювання, phi-функція, відношення включення. 
 

PHI-FUNCTIONS FOR MODELING OF CONTAINMENT CONSTRAINTS  
IN OPTIMIZATION BALANCE LAYOUT PROBLEMS 

T.Е. Romanova, A.А. Kovalenko 
In order to model containment constraints for layout of cylinders, parallelepipeds, right prisms and  spheres into a cylin-

drical, a parabolic container as well as into a  truncated cone in an analytical form we derive a complete class of phi-functions.   
Key words: 3D-objects, layout problem, mathematical modeling, phi-function, containment constraints. 


