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эффективного числа степеней свободы для оценива-
ния расширенной неопределенности.  

2. С помощью ММК была исследована по-
грешность применения предложенной методики. 
Показано, что максимальная относительная погреш-
ность использования предлагаемой методики не 
превысила ±2,5 %, для всех законов распределения, 
чисел степеней свободы от 2 до 10 и соотношений 
между вкладами неопределенности от 0,1 до 10. 

3. Предложен бюджет неопределенности, по-
зволяющий легко учитывать законы распределения 
вкладов типа В, число степеней свободы вкладов 
типа А и являющийся основой автоматизации оце-
нивания неопределенности при построении про-
граммного средства в программе Excel.  
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І.П. Захаров , Е.А. Климова 

Розглянуто методику розрахунку розширеної невизначеності. Проведено порівняння результатів оцінювання роз-
ширеної невизначеності вимірювань розробленим методом з результатами, отриманими методом Монте -Карло. 
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ОБЪЕДИНЕНИЕ ИНФОРМАЦИИ  
ПРИ ФОРМИРОВАНИИ ОЦЕНКИ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ  

 
Рассматривается общий подход к возможности корректировки расчета неопределенности измерения при 

наличии информации о точности примененного метода измерений, полученной в соответствии с ISO 5725-2 
(результатами межлабораторного эксперимента), и условия, необходимые для выполнения такой корректиров-
ки. Показано, что возможность объединения информации существует, если известна структура вывода неоп-
ределенности, в частности, если неопределенность измерения получена с применением формулы Уэлча-
Саттертуэйта в соответствии с Руководством по выражению неопределенности измерения (GUM). 
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Введение 
В литературе известно не так много работ, по-

священных уточнению результата оценки неопреде-
ленности измерения при наличии априорной (или апо-
стериорной) информации об измеряемой величине 

(см., например, [1], [2]). В дополнении [3] к Руково-
дству по выражению неопределенности измерений 
(GUM) [4] при наличии такой информации рекоменду-
ется обращаться к работе [2]. Типичным примером 
появления дополнительной информации об измеряе-
мой величине является проведение измерений той же 

© И.Р. Шайняк 



Теоретичні аспекти 

 29 

величины в заданных условиях измерений, но другой 
лабораторией с применением других средств измере-
ний и, возможно, другого метода измерений.  

Существенно иной, однако, будет ситуация, 
при наличии дополнительной информации, полу-
ченной при измерениях не той же самой, но анало-
гичной измеряемой величины (т.е. той же физиче-
ской величины, имеющей другое значение в услови-
ях проведения измерений). Типичным примером 
получения такой информации является проведение 
межлабораторного эксперимента по [5] в целях 
оценки точности применяемого метода измерений. 
Результат измерений по [5] обычно приводят в виде 
оценки стандартного отклонения воспроизводимо-
сти sR. В таком виде, как правило, сведения о точно-
сти метода приводится и в аттестованных методиках 
измерений. Важно отметить, что при этом обычно 
опускается такая важная информация, как число 
степеней свободы m, соответствующее полученной 
оценке sR, и в дальнейших измерениях по методике 
sR рассматривается как точно известная величина. 

Международный стандарт [6] рассматривает во-
прос выражения точности измерения в терминах неоп-
ределенности, когда имеется априорная информация о 
результатах наблюдений, интерпретируемая в класси-
ческом частотном смысле. Согласно [6] структура 
оценки стандартной неопределенности u(y) для изме-
ряемой величины y включает в себя в общем случае 
оценку стандартного отклонения воспроизводимости sR, 
а также еще две составляющие, связанные с применяе-
мым методом измерений и с неполнотой варьирования 
возможных влияющих величин в ходе межлаборатор-
ного эксперимента (влияние двух последних источни-
ков неопределенности в настоящей статье далее учиты-
вать не будем). При таком подходе результаты измере-
ний, выполненные данным методом разными лаборато-
риями в разных условиях измерений, будут включать в 
себя одну и ту же оценку неопределенности измерения, 
что в принципе нельзя признать нормальным. Между-
народный стандарт [7], устанавливающий требования 
к компетентности испытательных лабораторий, пред-
писывает им проводить собственную  оценку неопре-
деленности выполненного измерения, и нести ответст-
венность за достоверность данной оценки.  

Конечно, встречаются измерительные задачи, 
для которых строгое следование схеме оценивания 
неопределенности по GUM представляет собой труд-
новыполнимую задачу, и в обоснованных случаях 
приписывание u(y) значения sR можно признать до-
пустимым. Но в общем случае постановка задачи 
должна быть иной: лаборатория получает собствен-
ную оценку неопределенности измерения, используя 
при этом sR в качестве дополнительной априорной 
информации. При этом, важно отметить, что для реа-
лизации такого подхода  помимо значения sR необхо-
димо также знать и соответствующее число степеней 
свободы m. В противном случае, если считать характе-
ристику, описывающую возможный разброс значений, 
которые могут быть обоснованно приписаны измеряе-

мой величине, известной точно, то никакое объедине-
ния информации невозможно в принципе, и остается 
только следовать подходу, изложенному в [6]. 

Пример 1 из GUM (приложение H) 
Дальнейшие рассуждения построим на основе 

примера 1 (калибровка концевой меры длины), при-
веденного в приложении H GUM.  

Одной из входных величин в уравнении изме-
рения для длины концевой меры является разность 
длин калибруемой концевой меры и эталона.  

Выборочное стандартное отклонение, характери-
зующее результат сравнения двух (произвольных) 
концевых мер, было получено на основе 25 повторных 
наблюдений (возможно, в ходе межлабораторного 
эксперимента – это в GUM не уточняется) и было при-
нято в качестве оценки стандартного отклонения для 
данной входной величины. Сама процедура калибров-
ки включала в себя пять повторных наблюдений, по 
которым было рассчитано среднее, принятое в качест-
ве наилучшей оценки входной величины. Таким обра-
зом, мы вновь сталкиваемся с рассмотренной выше 
ситуацией, когда стандартная неопределенность оце-
нивается только на основе предшествующих измере-
ний, а разброс результатов наблюдений, полученных в 
ходе самой калибровки, во внимание не принят. При 
этом никаких объяснений, почему информация от двух 
разных наблюдений не была объединена для получе-
ния стандартной неопределенности входной величи-
ны, в GUM не приводится. Данное оценивание не мо-
жет рассматриваться как оценивание стандартной не-
определенности входной величины по типу А [4], по-
скольку оценка стандартной неопределенности полу-
чена на основе априорных знаний. Тем не менее, сами 
условия проведения наблюдений допускают объеди-
нение информации как в частотном смысле, так и в 
смысле более адекватного для интерпретации GUM 
байесовского вывода [8]. Рассмотрим оба этих подхода 
для данной задачи, сформулировав ее предварительно 
в более общем виде. 

Пусть по двум выборкам наблюдений, полу-
ченной в ходе измерения и априорной, объемом n  и 
m  для случайных величин X  и Y , распределенных 
по нормальному закону  2

XN ;   и  2
YN ;   со-

ответственно, получены выборочные значения оце-

нок параметров распределений: 
n

i
i 1

1X X
n 

  ; 

 
n 22

X i
i 1

1S X X
n 

  ;  
m 22

Y i
i 1

1S Y Y
m 

  . Оценка Y  

неизвестна. Требуется построить на основе инфор-
мации, содержащейся в двух выборках, доверитель-
ный интервал (для частотной интерпретации веро-
ятностей) и апостериорную вероятность (на основе 
байесовского подхода) для X. 

1. Построение доверительного интервала 
Найдем оценку максимального правдоподобия 

для параметра 2. Функция правдоподобия для двух 
выборок имеет вид 
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       22n mm n 2 j Yi X2
2 2

i 1 j 1

YX
L 2 exp

2 2
 

 

      
  
 
  . 

Тогда  

 

   22n m
j Yi X

2 2
i 1 j 1

m nln L ln 2 m n ln
2

YX
.

2 2 


      


  

  
 

Оценки X
 , Y

  и 2  доставляют максимум 
функции ln L . Из этого условия получаем 

n

X i
i 1

1X X
n 

    ; 
m

Y i
i 1

1Y Y
m 

    . 

Дифференцируя ln L  по  , подставляя 2  
вместо 2  и приравнивая полученное выражение к 
нулю, получаем: 

 
 

 
 

22n m
j Yi X

2 2 22 2i 1 j 1

YXn m 0
2 2 2 


   

  
 


   , 

откуда 

   
n m 222 2

i X j Y
i 1 j 1

2 2
X Y

1S X Y
n m

n mS S .
n m n m

 

 
         

 
 

   

 

Получена, таким образом, объединенная оцен-
ка выборочной дисперсии, не зависящая от неиз-
вестного значения Y

 . 
Про масштабированные выборочные диспер-

сии 2 2
XnS   и 2 2

YmS   известно, что они имеют 
хи-квадрат распределение с ( n 1 ) и  m 1  степе-

нями свободы соответственно: 2 (n 1)   и 2 (m 1)  . 
Можно видеть, что   2 2n m S      
2 2 2 2
X YnS mS     является суммой двух случай-

ных величин, распределенных по законам 2 (n 1)   
и 2 (m 1)  , т.е. она сама распределена по закону 

2 (n m 2)   . 
Масштабированная и центрированная случай-

ная величина XX
n


 


 имеет стандартизованное 

нормальное распределение  N 0;1 . Это позволяет 
сформировать случайную величину  

 
  xn n m 2 X

n m Sn m 2

  


  
, которая бу-

дет иметь t -распределение Стьюдента с ( n m 2  ) 
степенями свободы,  t n m 2  . 

Если , n m 2t    –  1  − квантиль распределе-
ния Стьюдента с числом степеней свободы 

( n m 2  ), то  
, n m 2

n n m 2
X t S

n m  

 



 – 

 1 2  -доверительный интервал для X . 

2. Получение апостериорной вероятности 
В байесовском подходе функцию правдоподобия 

формируют на основе n  наблюдений, а данные по 
выборке объемом m  используют для получения апри-
орной информации о параметрах распределения, кото-
рые рассматривают как случайные величины. Априор-
ная выборка получена для генеральной совокупности с 
математическим ожиданием Y  и не дает никакой 
информации о возможном значении X . Поэтому в 

качестве априорного распределения  Xp   для X  
разумно выбрать неинформативное равномерное рас-
пределение на бесконечном интервале, т.е. X 1  . 

Известно, что сформированная на основе вы-
борочной дисперсии 2

YS  нормального распределения 

 2
YN ;   случайная величина 

2
Y
2

Sm


 распределена 

по закону 2 (m 1)  , а обратная к ней величина 
2

2
Y

1
m S
  имеет обратное хи-квадрат распределение с 

 m 1  степенью свободы  2Inv m 1  , т.е.  

 
 

 

 m 1 2m 1 2 2 2
2 2Y Y

2 2
mS mS2p exp

(m 1) / 2 2

      
      
         

. 

Функция максимального правдоподобия в 
формуле Байеса будет иметь вид 

 2n
i X

22
i 1

X1L exp
22

 
  

   
 . 

Тогда апостериорную совместную вероятность 

 2
X ip , X   для X  и 2  можно привести к виду 

   
2 2

3 m n2 Y X
X, i 2

mS nSp X k exp
2

   
       

 

 2
X X

2

n
exp

2

  
  

  


, 

где k  – масштабирующий множитель. 
Апостериорную вероятность  X ip X  для X  

находят интегрированием  2
X ip , X   по 2 , т.е. 

   2 2
X i X i

0

p X p , X d


     , 

а масштабирующий множитель k  – из условия 

 X i Xp X d 1




   . 

В результате мы снова приходим к тому же t -
распределению с числом степеней свободы 
n m 2  , что было получено при анализе в рамках 
частотного подхода, но теперь это будет апостери-
орное распределение центрированной и масштаби-
рованной случайной величины, ассоциированной с 
измеряемой величиной. 
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Распространение на случай  
оценки суммарной стандартной  

неопределенности 
В полученном результате для  X ip X  важно, 

что окончательный результат не зависит от выбо-
рочных значений iX , а зависит только от известных 

значений достаточных статистик X
 , 2

XS  и 2
YS , а 

также от чисел степеней свободы n  и m . Этого 
достаточно, чтобы распространить результат, полу-
ченный в вышерассмотренном примере для одной 
входной величины, на способ объединения инфор-
мации при оценивании суммарной стандартной не-
определенности для измеряемой величины. Для это-
го необходимо знать те же пять параметров: X

 , 2
XS , 

2
YS , n  и m , – но уже применительно к распределе-

нию выходной величины. 
Параметры 2

YS  и m – это априорная информа-
ция, полученная, например, в результате межлабора-
торного эксперимента. 2

XS  и X
  – оценка стандарт-

ной неопределенности и наилучшая оценка измеряе-
мой величины, полученные в соответствии с обычной 
процедурой GUM. Сложнее обстоит дело с получе-
нием оценки общего числа степеней свободы n в про-
веденном измерении, поскольку в общем случае ни 
процедура GUM, ни тем более способ получения апо-
стериорного распределения, ассоциированного с из-
меряемой величиной, методом Монте-Карло [3] не 
только не включают в себя расчет n, но даже и не 
подразумевают наличия этой величины. Единствен-
ным исключением, позволяющим в данный момент 
использовать описанную процедуру объединения 
информации, является описанный в разделе G.4 при-
ложения G в GUM способ расчета эффективного чис-
ла степеней свободы effn  с использованием формулы 
Уэлча-Саттертуэйта. В этом случае в выражении для  
 X ip X  значение n  следует заменить на effn . 

По счастливой случайности сама структура вы-
вода с использованием формулы Уэлча-Саттер-
туэйта предполагает оценку степени доверия к по-

лучаемому результату, мерилом которого при час-
тотной интерпретации вероятности служит число 
степеней свободы. Именно это позволяет сопостав-
лять результаты прошлых и настоящих измерений в 
смысле их «надежности»: более «надежные» оценки 
входят в окончательный результат с большим весом. 
Отсюда понятно, почему в примере из GUM пре-
небрегли вкладом информации о разбросе наблю-
даемой величины, полученной только на основе пя-
ти наблюдений в ходе калибровки (предварительная 
оценка на основе 25 наблюдений будет, конечно, 
гораздо более достоверной).  

Однако, вообще говоря, понятие достоверности 
или «надежности» оценки не является неотъемле-
мой частью байесовского вывода, а при отсутствии 
характеристик достоверности информации объеди-
нять данные из разных наблюдений не представля-
ется возможным.   
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ОБ'ЄДНАННЯ ІНФОРМАЦІЇ ПРИ ФОРМУВАННІ ОЦІНКИ НЕВИЗНАЧЕНОСТІ ВИМІРЮВАННЯ 

І.Р. Шайняк 
Розглядається загальний підхід до можливості коригування розрахунку невизначеності вимірювання за наявності інфо-

рмації про точність застосованого методу вимірювань, отриманої відповідно до ISO 5725-2 (результатами міжлаборатор-
ного експерименту), і умови, необхідні для виконання такого коригування. Показано, що можливість об'єднання інформації 
існує, якщо відома структура виведення невизначеності, зокрема, якщо невизначеність вимірювання отримана із застосуван-
ням формули Уелча - Саттертуейт відповідно до Керівництва з висловом невизначеності вимірювання (GUM). 

Ключові слова: невизначеність вимірювання, GUM, баєсівський підхід, об'єднання інформації. 
 

COMBINING HETEROGENEOUS DATA IN MEASUREMENT UNCERTAINTY ESTIMATION 
I.R. Szajniak 

An approach how the measurement result could be improved in the presence of data on measurement method accuracy ob-
tained as a consequence of an interlaboratory experiment in accordance with ISO 575-2 as well as conditions when such an 
approach could be applied are considered.  It is shown that data could be combined if only information on the structure of infer-
ence in a suitable form is kept, particularly if the inference is based on the Welch-Satterthwaite formula. 

Keywords: measurement uncertainty, GUM, Bayesian approach, heterogeneous data combination. 


