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THE EVALUATION OF GAIN-FREQUENCY CHARACTERISTICS IDENTIFICATION UNCERTAINTIES  
FOR OSCILLATING MEASURING DEVICES 

Baker Alravashdeh, Lejt Ahmed Mustafa Al Ravashdeh, M.P. Sergienko 
In this article there has been suggested a gain-frequency characteristics identification method for measuring devices which 

could be modelled with an oscillating type dynamic link and which are used for vehicle testing. Both the advantages and disad-
vantages of this method have been considered. There have been suggested some optimizations for this method. Also there have 
been estimated the uncertainties which took place during the measuring devices parameters identification such as time constant 
and attenuation factor. The ways of reducing these uncertainties have been suggested. 

Keywords: measuring device; oscillating type dynamic link; dynamic characteristic; gain-frequency characteristic; stan-
dard uncertainty. 
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ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ УЛУЧШЕННОГО МЕТОДА СЕТОК 
 

Предложен оригинальный метод численного дифференцирования интерполяционной функции. В качестве 
основы метода выбран улучшенный метод сеток. Доказано, что точность метода сеток зависит от степе-
ни полинома и от использования интервала перекрытия. Получены численные результаты с оценкой относи-
тельной неопределённости. В работе представлены результаты, которые позволят оценить точность улуч-
шенного метода сеток, так как дан практический приём оценки точности решения краевой задачи.  

 
Ключевые слова: оценка точности метода сеток, метод неопределённых коэффициентов, матрица 

Вандермонда, неопределенность измерения. 
 

1. Постановка проблемы 
Точность метода сеток зависит от точности за-

мены дифференциальных уравнений разностными 
уравнениями, от граничных условий, от точности 
приближённых вычислений. Для получения решений 
с заданной точностью, задачу решают с шагом круп-
ной сетки, а затем с шагом мелкой сетки. Для оценки 
точности пользуются приближёнными вычисления-
ми, абсолютная достоверность которых не доказана. 
Во многих примерах показано, что метод сеток яв-
ляется сходящимся, но не доказано, с какой точно-
стью можно получить решение краевой задачи.  

Для оценки точности улучшенного метода сеток 
рассмотрим элементарный пример, задачу Эйлера 
об устойчивости продольно сжатых стержней. Диф-
ференциальное уравнение изогнутой оси кривой 
прогиба балки (рис.1), нагруженной продольной 
силой F, с введением безразмерной координаты   
может быть записано в виде: 

            fysyryg .          (1) 
При условии, что y (0) = 0 и y (n) = 0. Где 

      rg ,  и   s   диагональные матрицы из 
соответствующих собственных значений функций 
    rg ,  и  s  в узлах интерполяции,  f   

значения функции в правой части дифференциаль-
ного уравнения в тех же узлах интерполяции.  

Есть возможность с помощью формул [2-4] 
рассчитать значения производных от интерполяци-

онной функции  
nP  в некоторой точке конечного 

интервала. Например, при  = 1 значение производ-
ной третьего порядка равно  

 
      

T3 *
-1n

n3
ξ=1

0 0 0 6 24 120 ...d P ξ
= W y

n n-1 n-2dξ
 

 
 

.   (2) 

Значения производной в узлах интерполяции 
легко получить из формулы (2), если предположить, 
что  последовательно принимает значения: = 0, 1, 
2,…, n. Тогда ряд m-й производной []T представлен 
квадратной матрицей. При n = 4 матрица-столбец 
или вектор-столбец, образованный из значений про-
изводной второго порядка от интерполяционной 

функции  
nP , может быть записан как  

 
 

     

0 0 2 0 0
0 0 2 6 122d P4P 0 0 2 12 484 2d 0 0 2 18 108
0 0 2 24 192

1 1W y W y ,4 44

 
 

       
 
 
  

         

    (3) 

где    4  матрица, которая получается в результате 
данной операции. Нижний индекс матрицы указы-
вает на порядок полинома, а верхний индекс указы-
вает на порядок производной. Матрица Вандермон-
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да  Wn   , элементами которой являются последо-

вательные натуральные степени элементов обра-
зующего вектора. Выше исследованные формулы 
дифференцирования функций, которые определены 
в дискретных точках, являются обобщением класси-
ческих формул численного дифференцирования.  

2. Оценка точности 
улучшенного метода сеток 

Оценим точность улучшенного метода сеток. 
Оценка точности может быть выполнена классиче-

скими методами [5, 6]. Введём матрицу  




 m

nO , 

которая одновременно выполняет как операции 
интерполяции, так и дифференцирования функции, 
заданной вектором  y  

      1
nWm

n
m
nO 



 .              (4) 

С учётом (3) и (4) система линейных алгебраи-
ческих уравнений в матричной форме может быть 
записана, как  

             g O y r O y s y f( )n n                        . (5) 

Система уравнений (5) в соответствии с дист-
рибутивной операцией может быть записана в сле-
дующем виде  

          g O r O s y f ( )n n                          (6) 

или                             D y f ( )  ,                          (7) 

где        ґD g O r O sn n
                      

это 

матричный оператор данного дифференциального 
уравнения. В случае постоянных коэффициентов 
матричный оператор становится более простым. Так 
как все m матриц, включённых в уравнение (7), 
могут быть рассчитаны заранее, составление урав-
нений становиться проще. Решение системы алгеб-
раических уравнений (7) может быть осуществлено 
с помощью обратной матрицы  

     )(f1Dy  .                        (8) 
Такое условие особенно удобно в случае боль-

шого числа элементов в правой части системы урав-
нений  )(f  . В данном случае обратная матрица 

  1D   будет играть роль решения уравнения. 

3. Задача Эйлера 
Для иллюстрации примера оценки точности 

метода сеток представим конкретный результат, 
опираясь на рис. 1 и уравнения 9-11. 

;
l
x4;

4
lx                              (9) 

0v2d

v2d



,                           (10) 

 

 
Рис. 1. Задача Эйлера 

 

где                              
EI16

2Fl
 ,                               (11) 

с граничными условиями     0lv0v  . 
С помощью соотношения (4) переход от данно-

го дифференциального уравнения к соответствую-
щей системе линейных дифференциальных уравне-
ний упрощается.  

Матричные операторы O2    и O4    будут 

равны соответственно 

 
002

-1"O = - W = 0022 22
002

1 0 0 1 -2 1
-1,5 2 -0,5 = 1 -2 1

0,5 -1 0,5 1 -2 1

 
          
  

   
       
      

.

           (12) 

  1 1"O W4 44 24
70 208 228 112 22
22 40 12 8 2

2 32 60 32 2
2 8 12 40 22

22 112 228 208 70

          

  
   
    
 
  
   

            (13) 

Используя соотношение (7) и матричный опе-
ратор O2    (12), получим из уравнения (10) с учё-

том интервалов перекрытия характеристическую 
систему алгебраических уравнений  

2 л1 2 1
2 л1 2 3 2

2 л2 3 3

 
    
   

v v v

v v v v .

v v v

                  (14) 

С помощью этой системы определяется вели-
чина критической силы (рис.1) 

9,38EIFkp 2l
 .                       (15) 

Рассматриваем основной случай закрепления 
концов стержня, поэтому число полуволн синусои-
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ды, располагаюшихся на длине изогнутого стержня, 
равно единице. Критическая сила в таком случае 
определяется выражением 

2l

EI
kpF

2
 .                          (16) 

Относительная неопределённость гибкости 
стержня, которая может служить оценкой точности 
улучшенного метода сеток, равна 0,052.  

Применяя матричный оператор O4    (13), ха-

рактеристическая система алгебраических уравнений 
получается из уравнения (10) без использования ин-
тервалов перекрытия и с тем же числом неизвестных 

40 12 81 2 3 1
32 60 32 ,1 2 3 2

8 12 401 2 3 3

   
     
     

v v v v

v v v v

v v v v

           (17) 

где 4! л   , с величиной критической силы 
9,395EIFkp 2l

 .                       (18) 

Относительная неопределённость гибкости 
стержня, которая может служить оценкой точности 
улучшенного метода сеток, равна 0,050. 

Увеличивая число узлов интерполяции (рис. 2), 
используя матричный оператор O2   , получим 

9,79EIFkp 2l
 .                         (19) 

 

 
Рис. 2. Численный пример 

 
Относительная неопределённость гибкости 

стержня, которая может служить оценкой точности 
улучшенного метода сеток, равна  0,0081. 

Применяя матричный оператор O4    в случае 

двукратного числа узлов (см. рис. 2) и используя 
интервал перекрытия так, что границы интервала   
[a, b] соответственно состоят из узлов расширенного 
интервала [A, B], один за другим, т.е. 0, 0, 1, 2, 3, 4, 
4, характеристическая система уравнений получает-
ся в виде (21), где 

2F l
64EI


  .                             (20) 

40 12 8 2 4! л1 2 3 4 1
32 60 32 2 4! л1 2 3 4 2

2 32 60 32 2 4! л1 2 3 4 5 3
2 32 60 32 2 4! л ,2 3 4 5 6 4
2 32 60 32 2 4! л3 4 5 6 7 5

2 32 60 32 4! л4 5 6 7 6
2 8 12 40 4! л4 5 6 7 7

    


      


      
      
      
     
     

v v v v v

v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v v

v v v v v

v v v v v

  (21) 

Значение критической силы равно 
2F 9,87544EI lkp  .                    (22) 

Относительная неопределённость гибкости 
стержня, которая может служить оценкой точности 
улучшенного метода сеток, равна  0,00059. 

Заключение 
Рассмотренная техника вычислений обычных 

производных может быть расширена для случая 
вычисления частных производных. Полученные 
формулы позволяют вычислить интерполяционную 
функцию и её производные, не прибегая к их разли-
чию, как это выполняется в классическом методе 
сеток. Использование интервалов перекрытия по-
зволяет увеличить точность вычислений. Получен-
ные результаты указывают на то, что можно регули-
ровать точность результатов либо изменением сте-
пени интерполяционного полинома, либо с помо-
щью интервала перекрытия. Это главное отличие не 
только от обычного метода сеток, но и от улучшен-
ного метода сеток. Получено существенное упро-
щение расчетных формул; в частных случаях они 
совпадают с расчётными формулами L. Kollats'. 
Такое упрощение связано с применением символь-
ных операций с матрицами. Полученные результаты 
могут быть применены для решения краевых задач 
разного класса, для разрешения проблемы собствен-
ных значений. В частности, такой подход может 
быть использован для расчётов напряжённых со-
стояний в резьбовых соединений [7]. Последнее 
особенно актуально в вибрационной диагностике 
конструкций машин, механических узлов и деталей, 
промышленных зданий [8 – 12].  
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ОЦІНКА ТОЧНОСТІ ПОЛІПШЕНОГО МЕТОДУ СІТОК 

Т.В. Барашкова 
Запропоновано оригінальний метод чисельного диференціювання інтерполяційної функції. В якості основи методу 

обраний покращений метод сіток. Доведено, що точність методу сіток залежить від ступеня полінома і від викорис-
тання інтервалу перекриття. Отримано чисельні результати з оцінкою відносної невизначеності. У роботі представ-
лені результати, які дозволять оцінити точність поліпшеного методу сіток, так як дано практичний прийом оцінки 
точності рішення крайової задачі .  

Ключові слова: оцінка точності методу сіток , метод невизначених коефіцієнтів , матриця Вандермонда, неви-
значеність вимірювання. 

 
ACCURACY ESTIMATION OF THE IMPROVED METHOD OF GRIDS 

T.V. Barashkova  
The original method of digital differentiation of the approximation of function is synthesized. The method is based on gen-

eralize the improved method of grids. The question of accuracy of the obtained solution is examined. The numerical results are 
presented. The use of overlapping of interpolation intervals allows increasing an accuracy of the solution. The calculation results 
show that it is possible to adjust the accuracy of the solution either by changing the degree of the interpolation polynomial or 
with the help of overlapping of intervals. 

Key words: Matrix Equations, Method of Grids, Method of Uncertain Coefficients, measuring uncertainty. 
 


