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В статье предложен вариант стратегии комбинированной пеленгации источников шумового излуче-
ния (ИШИ), основанный на методе Root-MUSIC c рандомизацией собственных векторов (СВ) корреляцион-
ной матрицы наблюдения. Для уменьшения числа аномальных оценок (выбросов) в оценках угловых коорди-
нат ИШИ метода Root-MUSIC с рандомизацией СВ используется метод формирования луча. Представле-
ны результаты имитационного моделирования, подтверждающие повышение точности пеленгации ИШИ 
в области порогового отношения сигнал-шум и обучающей выборки ограниченного объема. 
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Введение 
Пеленгация (оценивание угловых координат) 

точечных ИШИ в многоканальных по пространству 
системах приема – важная радиолокационная зада-
ча, в которой целесообразно применение современ-
ных методов спектрального (пространственного) 
анализа со "сверхразрешением" [1 – 3]. К таким ме-
тодам относятся методы, основанные на использо-
вании информации, которая содержится в собствен-
ных значениях (СЗ) и собственных (характеристиче-
ских) векторах корреляционной матрицы (КМ) на-
блюдения [1]. Задача поиска СЗ и СВ априори неиз-
вестной КМ также является составной частью дис-
кретного преобразования Карунена–Лоэва, метода 
главных компонент, факторного анализа и т.д. [1, 4 – 
6]. Кроме того, частичная (или полная) проблема СЗ 
решается при вычислении дискретных вытянутых 
сфероидальных последовательностей (ДВСП), при-
меняемых при синтезе антенн, формировании мно-
голучевых диаграмм направленности, спектральном 
анализе и т.д. [1, 3, 7 – 9].  

Вместо проблемы СЗ может решаться пробле-
ма сингулярных значений (поиска сингулярных зна-
чений (СИЗ) и сингулярных векторов матрицы 
(СИВ) данных – singular value decomposition (SVD)). 
Метод SVD также применяется при обработке изо-
бражений, понижении уровня шума в наблюдении 
[1, 4, 6, 10]. 

К методам спектрального анализа, основанным 
на использовании СЗ и СВ КМ наблюдения (назы-
ваемых собственноструктурными (eigenstructure) или 
основанными на подпространствах СВ (subspace-
based), относятся методы Писаренко, MUSIC, Root–
MUSIC, ESPRIT, Min-Norm и другие [1, 3, 10]. 

Данные методы в условиях, предполагаемых 
для их реализации  отсутствия взаимного влияния 
антенных элементов, отсутствия пространственной 
окраски шума наблюдения, высоких отношений 
сигнал-шум и т.д. позволяют повысить точность 
оценивания угловых координат ИШИ по сравнению 
с "несобственноструктурными" методами (мини-
мальной дисперсии Кейпона, линейного предсказа-
ния, "теплового шума") [1, 2]. 

Однако в условиях низкого отношения сигнал-
шум (ОСШ), малого числа выборок (снимков), кор-
релированности сигналов ИШИ эффективность СС 
методов ухудшается  среднеквадратическая ошиб-
ка (СКО) оценивания угловых координат ИШИ рез-
ко увеличивается (имеет место пороговый эффект) 
[1, 7 – 18]. Среди оценок угловых координат увели-
чивается число аномальных оценок (выбросов-
outliers) [1, 7 – 20].  

В таких условиях снижение эффективности ха-
рактерно и для методов обработки сигналов, изо-
бражений, использующих анализ главных компо-
нент, факторный анализ [1, 4 – 6].  

Пороговый эффект СС методов связывают с 
возникновением подкачки (обмена) подпространств 
(subspace swap) [1, 10, 11], когда некоторые из СВ 
подпространства шума (ППШ) выборочной КМ 
лучше представляют подпространство сигналов 
(ППС) истинной КМ, чем некоторые СВ ППС. В 
работе [11] показано, что понижение эффективности 
СС методов в большей мере связано с перетеканием 
подпространств (subspace leakage), а не полным об-
меном подпространств. Следует отметить, что эф-
фект просачивания характерен и для методов спек-
трального анализа, основанных на дискретном пре-
образовании Фурье [1]. 
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Среди подходов, позволяющих улучшить поро-
говую эффективность СС методов, отметим сле-
дующие. В [12] предложено комбинирование метода 
Root-MUSIC с методом формирования луча (полу-
ченный метод будем называть модифицированным 
методом Root-MUSIC). В [13] получен модифици-
рованный унитарный метод Root-MUSIC, в котором 
выполняется предварительное невырожденное ли-
нейное преобразование КМ сигналов центрально-
симметричной антенной решетки (АР). 

Перспективным является предложение комби-
нированной пеленгации ИШИ (стратегии совмест-
ного оценивания (ССО)) [14], заключающееся в вы-
числении нескольких методов оценивания угловых 
координат ИШИ (банка методов) по одним и тем же 
выборкам. Результатом является совокупность 
предварительных оценок НП сигналов ИШИ. В со-
ответствии с некоторым правилом на основании 
этих оценок получают результирующие (оконча-
тельные) оценки НП сигналов. Эффективность ком-
бинированной пеленгации (КП) в условиях, при ко-
торых возникает пороговый эффект, выше, чем пе-
ленгаторов, входящих в состав банка методов. 

В [15] приведен вариант ССО, в котором ис-
пользовались модифицированный метод Root-
MUSIC и модифицированные обобщенные методы 
Min-Norm. Ограничением этого варианта ССО явля-
ется то, что число методов ограничено числом ан-
тенных элементов. Реализация ССО, основанная на 
адаптивных решетчатых фильтрах, и использующая 
несобственноструктурные методы спектрального 
анализа рассмотрена в [2]. 

Доступное число методов банка увеличено в 
псевдослучайной (ПС) ССО [14]. В этой версии 
ССО использовались методы MUSIC с "взвешива-
нием". При этом выполнялось размножение СВ вы-
борочной КМ за счет их многократной рандомиза-
ции [19] с помощью псевдослучайной взвешиваю-
щей матрицы. Модификация ПС ССО для случая 
предварительного формирования пространственных 
каналов (пространства лучей) предложена в [7].  

В [16] показана возможность построения банка 
с использованием одного СС метода (на примере 
MUSIC), который вычисляется для некоторого чис-
ла псевдовыборок наблюдений (равного размерно-
сти банка). Псевдовыборки формируются подмеши-
ванием псевдослучайного шума к исходным данным 
и позволяют уменьшить влияние эффекта перетека-
ния подпространств. Однако при этом может требо-
ваться выполнение цензурирования получаемых 
оценок. В работе [17] эта идея обобщена с использо-
ванием модифицированного метода Root-MUSIC и 
показано, что комбинирование метода Root-MUSIC 
и метода формирования луча (ФЛ) Бартлетта при 
использовании псевдовыборок позволяет улучшить 
процесс отбора сигнальных корней метода Root-

MUSIC и уменьшить число аномальных оценок 
(снизить вероятность аномальных ошибок оценива-
ния). Поэтому представляет интерес обобщить ре-
зультаты работ [15, 17] на случай размножения СВ 
посредством их многократной рандомизации. 

Цель данной работы – повышение точности 
пеленгации ИШИ в условиях низкого ОСШ при ис-
пользовании стратегии комбинированной пеленга-
ции точечных ИШИ за счет комбинирования метода 
Root-MUSIC с рандомизацией СВ и метода ФЛ.  

Модель данных 
Пусть на линейную эквидистантную АР (ЛЭАР) 

из M  элементов поступают  сигналы от V  ИШИ, 
находящихся в дальней зоне АР. Сигналы ИШИ и шум 
наблюдения предполагаются стационарными, некор-
релированными случайными процессами с нулевым 
средним. Шум наблюдения также предполагается про-
странственно и по времени белым. M 1  вектор на-
блюдений может быть представлен в виде [1 – 3]: 

(t) ( ) (t) (t), x A θ s n                        (1) 
где 1 V( ) [ ( ),..., ( )]  A θ a a  – M V  матрица век-

торов НП сигналов ИШИ, T
1 V[ , , ]  θ   – V 1  

вектор направлений прихода (НП) сигналов ИШИ. 
Кроме того, 

T( ) [1,exp( j ), , exp( j(M 1) )]    a   –      (2) 
M 1  вектор фазирования, соответствующий на-
правлению  , (t)s  – V 1  вектор сигналов, (t)n  – 
M 1  вектор аддитивного шума, 2 dsin /      – 
фазовый сдвиг (определяет направление прихода 
сигнала ИШИ) между элементами АР, d  –

межэлементное расстояние,   – длина волны, T( )  
означает операцию транспонирования.  

M M  КМ наблюдений определяется как  
2E[ (t) (t)] ( ) ( )    R x x A θ SA θ I ,        (3) 

где E[ (t) (t)]S s s  – V V  КМ сигналов, 2  – 
дисперсия шума, I  – единичная матрица, E[ ]  и 

H( )  означают оператор математического ожидания 
и эрмитового транспонирования, соответственно.  

Спектральное разложение  КМ R  (разложение 
по СВ и СЗ) имеет вид [1]: 

2
s s s n n

   R E E E E ,                     (4) 
где M V  матрица sE  содержит СВ, связанные с 
сигнальными (наибольшими) СЗ, диагональная мат-
рица s  содержит V  наибольших СЗ. M (M V)   
матрица nE  содержит СВ ППШ. 

Перейдем к рассмотрению модифицированного 
метода Root-MUSIC с рандомизацией СВ (метода 
Root-MUSIC с рандомизацией СВ и использованием 
ФЛ), примененного для построения банка методов. 
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Root-music с рандомизацией СВ 
и использованием метода ФЛ 
Оценки НП сигналов ИШИ методом Root-

MUSIC получают путем поиска корней полинома [1] 
 HT 1

n nrmP (z) (z ) (z) a E E a ,                (5) 

где M 1 T(z) [1,z, , z ]a  , z exp( j )  , j -1 , а 
nE - матрица СВ ППШ выборочной КМ  


N

H

t 1

1 1(t) (t)
N N




 R x x XX ,               (6) 

1 N[ (t ), , (t )]X x x  – M N  матрица данных, N  
снимков данных. rmP (z)  – полином степени 
2(M 1) , корни которого встречаются в зеркальных 
парах по отношению к окружности единичного ра-
диуса на z-плоскости. Оценки НП получают по фа-
зам V  корней с наибольшим модулем 
( vz ,v 1, V  ), находящихся внутри единичной 
окружности  

v v
? arcsin(( / 2 d)arg(z ))    .                (7) 

Полином i -го ( i 1, ,G)   Root-MUSIC с ран-
домизацией  СВ может быть представлен в виде 

 HT 1
n nW RM, i iP (z) (z ) (z)

  a E W E a .         (8) 

Случай i W I  соответствует обычному Root-

MUSIC, а H
i i iW w w  [14], где i ~ N( , )w 0 I , 

i M 1, ,K 1    соответствует Root-MUSIC с 

рандомизацией СВ. Здесь H
i i iW w w  – матрица 

единичного ранга, а взвешивающий вектор iw  по-
лучают с помощью генератора случайных чисел с 
комплексным гауссовским законом распределения. 

В модифицированном методе Root-MUSIC [12, 
13, 21] идентификация сигнальных корней основана 
на величине спектральной функции (СФ) ФЛ в на-
правлениях "кандидатов" ( M  НП, связанных с M  
корнями полинома метода Root-MUSIC, лежащими 
внутри единичной окружности). СФ формирователя 
луча имеет вид 

H
BFP (θ) (θ) (θ) a Ra .                     (9) 

Обобщение этой идеи для метода Root-Min-
Norm выполнено в [15], для Root-MUSIC с исполь-
зованием псевдовыборки – в [17], и может быть осу-
ществлено для метода Root-MUSIC с рандомизацией 
СВ. Следует отметить, что СФ BFP (θ) также исполь-
зовалась для уменьшения числа аномальных оши-
бок, связанных с неправильным раскрытием неодно-
значности в [20]. Вместо ФЛ Бартлетта может быть 
использована его модификация с амплитудно-
фазовым распределением Дольфа-Чебышева [12, 
21], а также ФЛ, использующий ДВСП (сигнальные 
СВ КМ, построенной по векторам ( )a  при измене-

нии   в пределах сектора (кластера), определяемо-
го, например, с помощью ФЛ Бартлетта). 

Модифицированный метод Root-MUSIC с ран-
домизацией СВ включает следующие шаги: 

Шаг 1. Вычислить корни полинома метода Root-
MUSIC с рандомизацией СВ (8). Отобрать из них 
M 1  корней, находящихся внутри единичной окруж-
ности на комплексной плоскости, и вычислить углы 

cand,1 cand,M 1, ,   , связанные с этими корнями  

 cand,m marcsin(( / 2 d)arg(z ))    , m 1, ,M 1  . 
Шаг 2. Получить последовательность значений 

СФ BF cand, mP (θ )  для углов cand,m , 

m 1, ,M 1  . Отобрать из cand,1 cand,M 1, ,    V  

элементов (  1 V, ,  ), при которых СФ 

BF cand, mP (θ )  имеет максимальные значения. 

Рассмотрим особенности предлагаемого вари-
анта стратегии комбинированной пеленгации. 

Комбинированная пеленгация ИШИ 
Идея КП состоит в в вычислении совокуп-

ности разных методов пеленгации ( i 1, ,G  ) с 
целью получить множество оценок НП 

  
T(i) (i) (i)

1 ?V
, ,     

θ  , i 1, ,G   (предполагается, 

что хотя бы один метод разрешает источники). За-

тем отбирают 
(i)
θ , которые не содержат выбросы. 

Для удаления 
(i)
θ  с выбросами и группировки  ме-

тодов c 
(i)
θ  без аномальных оценок может быть 

использована следующая гипотеза:   
H: V  оценок угловых координат ИШИ метода 

пеленгации находятся в секторах локализации ис-
точников сигналов  c . 

Предлагаемый вариант стратегии КП включает 
следующие шаги: 

Шаг 1. Оценить число источников V  [22]. 
Шаг 2. Определить сектора (кластеры) локали-

зации ИШИ (например, с помощью (9) [15]) 
      c 1L 1R 2L 2R FL FR, , ... , ,              (10) 

где iL iR, , i 1, ,F      левая и правая границы i -
го сектора 

Шаг 3. Вычислить метод Root-MUSIC и прове-
рить гипотезу H  (попадание оценок угловых коор-

динат ИШИ в сектор  c ). Если она выполняется, то 
оценки НП сигналов ИШИ этого метода – оконча-
тельные оценки НП. Прервать алгоритм и перейти к 
шагу 6. Иначе перейти к шагу 4. 

Шаг 4. Вычислить G  модифицированных ме-
тодов Root-MUSIC с рандомизацией СВ и проверить 
гипотезу H  для каждого из них. Если H  выполня-



Системи обробки інформації, 2014, випуск 9 (125)                                                                       ISSN 1681-7710 

 16

ется для любых L  (0 L G)   из G  методов, то 
оценить v -ое НП как 

    (1) (2) (L)
v v v vmed , , , , v 1, ,V

 
  

 
θ θ θ θ  ,     (12) 

где   (l) (l) (l)
1 2 ?V

  θ θ θ  – упорядоченное множество 

предварительных оценок, полученных на шаге 2  
l -го ( l 1, ,L  ) модифицированного Root-MUSIC 
с рандомизацией СВ), med  соответствует медиан-
ному усреднению [1, 15]. 

Шаг 5. Если H  не принята для всех G  моди-
фицированных методов Root-MUSIC с рандомиза-
цией СВ, то оценить НП v -го источника как медиа-
ну G  оценок, соответствующих источнику. 

Шаг 6. Стоп. 
Отметим, что вместо медианного усреднения 

может выполняться обычное усреднение оценок НП. 
Кроме того, эффективность стратегии КП зависит от 
числа методов в банке – чем больше методов, тем 
выше эффективность (повышается вероятность того, 
что по крайней мере один из методов банка разре-
шает источники). 

В ходе моделирования предполагалось, что для 
пеленгации двух равномощных некоррелированных 
источника с угловыми координатами 1 12   , 

2 15    используется ЛЭАР из M 10  элемен-
тов. Рассматривался случай, когда источники нахо-
дятся в одном секторе (кластере) [1, 8, 14]. В ходе 
моделирования сектор определялся как 

c 1 R 2 R[ / 2, / 2] [5.58,21.42]        


, где 

R 2 / (M 1)рад 6.4      – ширина ДН антенны. 
Число выборок данных N 70 . Каждая точка 

зависимостей СКО оценивания угловых координат 
ИШИ рассматриваемых методов и подходов пелен-
гации от ОСШ получена путем проведения 
G 1000  прогонов моделирования. Выборочные 
СКО усреднены по источникам [3, 14]. Размерность 
банка методов G 12 . На рис. 1 показаны зависи-
мости СКО оценивания угловых координат ИШИ от 
ОСШ  метода Root-MUSIC (кривая 1), варианта 
стратегии КП, построенного на базе метода Root-
MUSIC с рандомизацией СВ без использования ме-
тода ФЛ [14] (кривая 2), предложенного варианта 
стратегии КП (кривая 3). Также приведена нижняя 
граница Крамера-Рао [1] (кривая 4). ОСШ определя-

лось как 2 2
10 sSNR 10log ( / )   , где 2

s  и 2  – 
дисперсия сигнала и шума, соответственно. 

Из анализа рис. 1 видно, что предложенный ва-
риант стратегии КП имеет лучшую пороговую эф-
фективность, чем стратегия КП, в которой не ис-
пользуется дополнительное отсеивание выбросов с 
помощью метода ФЛ, и метод  Root-MUSIC.  
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Рис. 1. СКО оценивания угловых координат ИШИ 

в зависимости от ОСШ 

Следует отметить, что оценивание сектора рас-
положения источников с использованием (9) будет 
влиять на точность пеленгации предложенным под-
ходом.  

Кроме того, в условиях ограниченного (в осо-
бенности малого [1]) объема обучающей выборки и 
низкого ОСШ оказывает влияние точность оценива-
ния числа источников и величина боковых лепест-
ков СФ метода ФЛ. 

Выводы 
В работе предложен модифицированный метод 

Root-MUSIC с рандомизацией СВ, в котором отбор 
сигнальных корней осуществляется по величине СФ 
метода ФЛ.  

Этот метод использован для предложенного 
варианта стратегии КП ИШИ. 

Уменьшение вычислительной сложности рас-
смотренного подхода может быть достигнуто распа-
раллеливанием вычислений с помощью систоличе-
ских массивов процессорных элементов [23], графи-
ческих процессорных элементов. 

К направлениям дальнейших исследований 
можно отнести использование результатов работ [2, 
13], расширение набора методов, используемых для 
КП, а также использование подхода по идентифика-
ции аномальных оценок НП сигналов и их "лече-
нию" [8].  

Кроме того, представляет интерес обобщение 
предложенного подхода на случай пространственно-
окрашенного шума, предварительного формирова-
ния пространственных каналов.  
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КОМБІНОВАНА ПЕЛЕНГАЦІЯ ДЖЕРЕЛ ШУМОВОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ З ВИКОРИСТАННЯМ 
РАНДОМІЗАЦІЇ ВЛАСНИХ ВЕКТОРІВ КОРЕЛЯЦІЙНОЇ МАТРИЦІ СПОСТЕРЕЖЕННЯ  

ТА МЕТОДА ФОРМУВАННЯ ПРОМЕНЯ  
В.І. Василишин  

В статті запропонований варіант стратегії комбінованої пеленгації джерел шумового випромінювання (ДШВ), 
оснований на методі Root-MUSIC з рандомізацією власних векторів (ВВ) кореляційної матриці спостереження. Для 
зменшення числа аномальних оцінок (викидів) в оцінках кутових координат ДШВ метода Root-MUSIC з рандомізацією 
ВВ використовується метод формування променя. Представлені результати імітаційного моделювання, що підтвер-
джують підвищення точності пеленгації ДШВ в області порогового відношення сигнал-шум та обмеженого об’єму 
навчаючої вибірки. 

Ключові слова: комбінована пеленгація, власні значення, власні вектори, сингулярні значення, сингулярні вектори, 
просочування підпросторів, рандомізація. 

 
COMBINED DIRECTION FINDING OF JAMMERS USING RANDOMIZATION OF EIGENVECTORS  

OF CORRELATION MATRIX OF THE OBSERVATION AND BEAMFORMER 
V.I. Vasylyshyn 

The strategy variant of combined direction finding of the jammers based on Root-MUSIC method with randomization of the 
eigenvectors of observation correlation matrix is proposed in the paper. The estimates of jammer angular coordinates of Root-
MUSIC are obtained with using of the beamformer in order to reduce the number of abnormal estimates (outliers). The im-
provement of accuracy of jammer direction finding in the area of threshold signal-to-noise ratio and limited volume of learning 
sample is confirmed by simulations. 

Keywords: combined direction finding, eigenvalues, eigenvectors, singular values, singular vectors, subspace leakage, ran-
domization. 

 


