
Системи обробки інформації, 2015, випуск 1 (126)                                                                       ISSN 1681-7710 

 106

УДК 519.232.2 
 
В.Ю. Дубницкий, И.Г. Скорикова 
 
Харьковский институт банковского дела Университета банковского дела НБУ (Киев) 
 

РЕШЕНИЕ В ЯВНОМ ВИДЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
НЕПРЕРЫВНОЙ ОДНОМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

 
Сформулирована обратная задача моделирования непрерывной одномерной случайной величины. Для её ре-
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Введение 

Статистическое моделирование уже много лет 
служит одним из самых эффективных методов изу-
чения поведения сложных технических и организа-
ционных систем различной природы. С различной 
степенью подробности процедура статистического 
моделирования подробно описана в работах [1 – 4]. 
Основной и неотъемлемой её частью служит проце-
дура получения случайных величин с заданным за-
коном распределения. В рамках данной работы бу-
дем рассматривать задачу, возникающую при необ-
ходимости получения конечного множества одно-
мерных псевдослучайных величин, имитирующих 
последовательность случайных величин с заданным 
распределением. Примем, что одномерная случай-
ная величина Х задана своей плотностью f (x; ) , 
где   – вектор параметров. Примем, что размер-
ность этого вектора не превосходит двух. Например, 
для случайной величины Х, распределённой по нор-
мальному закону, получим, что: 

2

2
(x )1

1 2 2 2
f (x; , ) exp 

  

     
 

, x    .   (1) 

В условии (1) параметр 1    – параметр по-
ложения и параметр 2    – параметр масштаба. 
Известно из работы  [5], что m   и s  , где m  – 
математическое ожидание случайной величины Х, 
s  – её среднеквадратическое отклонение. Для полу-

чения нормально распределённой случайной вели-
чины Х с параметрами ,   – xN ( , )  , используя 
приведенные в работе [5] соотношения, получим: 
 x xN ( , ) N (0,1).        (2) 

Учитывая приведенное в  работе [5] условие  
получения величины xN (0,1)  и связь между пара-
метрами данного распределения ,   и начальными 
характеристиками m,s , получим, что: 

n

x i
i 1

12 nN ( , ) m s r
n 2

 
      

 
 ,  n 6 .      (3) 

В условии (3) принято, что ir  – это i -я реали-
зация квазислучайной, равномерно распределённой 
на интервале [0, 1] величины. Методы её получения 
подробно описаны в работах  [3, 4, 6]. 

Рассмотрим плотность показательного распре-
деления вида: 

 xf (x) e  .   (4) 
Известно [5], что для этого распределения 

1/ m    . Моделирующее соотношение, исполь-
зуемое для получения квазислучайной величины ix , 
распределённой по показательному закону с пара-
метром  , примет вид: 

 EP i i i
1(x ) ln r m ln r .   


  (5) 

Из приведенных примеров видно, что для на-
чала процесса моделирования непрерывной случай-
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ной величины необходимо выбрать закон её распре-
деления и его параметров, в то же время, как прави-
ло, в начале исследования известны только желае-
мые значения среднего (моды, медианы) и средне-
квадратического отклонения. 

Постановка задачи. В рамках данной рабо-
ты будут рассмотрены двухпараметрические рас-
пределения, в ином случае это будет оговорено 
отдельно. Предполагается, что известны зависи-
мости вида: 

 1 1

2 2

g (m,s);
g (m,s).

 
 

  (6) 

Требуется получить зависимости вида: 

 
2

1 1 2

1 2

m v ( , );
s v ( , ).
  

   
   (7) 

В условии (7) значения величин m,s  известны 
до начала моделирования. В рамках данной работы 
рассмотрены только те распределения непрерывных 
случайных величин, которые допускают решение 
задачи (7) в явном виде. 

Анализ литературы. В доступной авторам 
данного сообщения литературе постановка анало-
гичной задачи не обнаружена. 

Полученные результаты 
В табл. 1 приведены результаты решения по-

ставленной задачи для распределений, допускаю-
щих получение результата в явном виде. При со-
ставлении этой таблицы для первого, второго и 
третьего столбцов использованы данные, приведен-
ные в работе [5]. 

Таблица 1 
Результаты решения обратной задачи статистического моделирования  
для распределений, допускающих получение результата в явном виде 

Тип  
распределения: 

Плотность  
распределения 

Зависимость параметров 
распределения от его 

начальных характеристик 

Зависимость начальных 
характеристик от пара-
метров распределения 

Лапласа  1f (x) exp x ,
2

     

x .     
m,     2s .


 m,     2 .

s
   

Распределение 
минимального 
значения 

1 x xf (x) exp( exp( )), 
 
  

 

x .     

)m     , s
6


  . s 6 , 


  m .     

Распределение  
максимального 
значения 

1 x xf (x) exp( exp( )), 
  
  

x .     
m ,      s .

6


   s 6 , 


  m .     

Двойное  
показательное 
распределение 

xf (x) exp( e ),     
x .     

   m 1 ln ,       

1,2825s .
6


 


 

 s 6 ,    

  exp 1,2825 .     

Логистическое 
распределение 

  
  

exp x
f (x)

1 exp x

 


     
, 

x .     

m,   

s
3.


  

m,   

3 s 0,5513s.  


 

Гамма-
распределение 

1 xf (x) x e ,
( )


 


 

   х>0. m ,



  s .



 

2

2 2
m m, .
s s

     

Распределение 
Эрланга  
n-го порядка  

n 1 xf (x) x e , x 0.
n 1 !

 
 


 **)m n /   n / m.   

Распределение 
Рэлея 

    2 2 2f (x) x a exp x 2a ,    

a 0, x 0.  
m a .

2


  a m 0,7979m.
2


   

Распределение 
Максвелла 

 2 3

2 2

f (x) 2x a 2

exp( x / (2a )), x 0.

  

  
 m 2a 2 .   

ma 1,5958m.
2 2

 


 

Параболическое 
распределение. 

3f (x) 6(x )( x) ( ) ,       
x .     

m ,
2

 
   s .

2 5


  
m s 5,    

m s 5.    

Распределение  
Симпсона 

2x2f (x) 1 ,
   

  
   

 

x .     
m ,

2
 

   s .
24


  

m 2.4498s,    
m 2.4498s.    
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Окончание табл. 1 

Распределение 
арксинуса 

 
2

2f (x) 1/ x
 

     
 

, 

x .        

m,   

s / 2.   

m,   

s 2.   

Обратное  
Гауссовское  
распределение 

 2
3

c xcf (x) exp ,
2 x2 x

   
   

 

x 0.  

m ,   

s .
c


  

m ,   

2
mc .
s

  

 

Примечание: *)   –постоянная Эйлера,  =0,5772;   **)  n –порядок  моделируемой системы,   
который предполагается известным до начала моделирования. 

 
Рассмотрим решение поставленной задачи для 

распределения Коши, вид и числовые характеристи-
ки которого приведены в работе [5]: 

 22
f (x)

x




     

,  0,       x    .   (8) 

Распределение Коши, как известно, в отличие 
от остальных, рассмотренных в данной работе, ха-
рактеризуется параметром положения   и парамет-
ром масштаба  . Параметр положения   совпадает 
с модой распределения, параметр масштаба   сов-
падает с величиной срединного отклонения E . До-
кажем последнее утверждение. В работе [7, С. 116] 
дано определение срединного отклонения: «Вероят-
ное отклонение-отрезок оси рядом с центром рас-
сеивания, в который попадает 25% отклонений с той 
и с другой стороны ». В данном случае центр рас-
сеивания совпадает с параметром масштаба .  В 
работе [8, С. 28]  показано, что: 

 0,75 0,25x x
E

2


 ,  (9) 

где px  – квантиль распределения уровня р, опреде-

ляемая по условию вида [5]: 

 p
(2p 1)x tg .

2
 

       (10) 

Подставив (10) в (9) получим, что: 

 

 

 

2 0,75 1
tg

21E
2 2 0, 25 1

tg
2

    
     
                

.  (11) 

Так, как для большинства исследователей ис-
пользование величины срединного отклонения не 
является общепринятым то, по аналогии с коэффи-
циентом вариации v s / m , для лучшего «ощуще-
ния» полученных результатов рекомендуется ис-
пользовать величину 1v E / m.  

Рассмотрим решение поставленной задачи для 
однопараметрического распределения модуля n -
мерной случайной величины, вид и числовые харак-
теристики которого приведены в работе [5]. 

Плотность этого распределения имеет вид: 

 
 

 

1
n/2 1 n

n 1 2 2

nf (x) 2 a 1
2

x exp x / (2a ) , х 0.






         

  

   (12) 

В условии (12) принято, что величина n  – по-
ложительная, целая и известна до начала моделиро-
вания, параметр а>0. Математическое ожидание 
этого распределения: 
 m a B,    (13) 
следовательно: 
 a m / B .  (14) 

В свою очередь:  

 
 
 
 

n 1 !!
, n 2k

2 n 2 !!
B

n 1 !!2 , n 2k 1
n 2 !!

 
 

 
     

k 1, 2,...n . (15) 

Рассмотрим решение поставленной задачи для 
гиперэкспоненциального распределения, вид и чи-
словые характеристики которого приведены в рабо-
те [5]. 

Плотность этого распределения имеет вид: 

 
 

    

2

2

f (x) 2p exp 2p x

2 1 p exp 1 p x ,  0.

    

       
  (16) 

В условии (16) принято, что параметр 0,   
параметр p  ограничен неравенством 0 p 0,5.   
Числовые характеристики этого распределения и его 
параметры  связаны условиями: 

 
 

2
2

m 1/ ;

1 1s 1 .
2p 1 p

 


        

  (17) 

Примем, что 2 2 2v s / m , где v  – коэффици-
ент вариации, и, разрешив систему (17) относитель-
но  и  p , получим, что: 
 1/ m  ,    (18) 

2 2 2 2

1 22 2

v 1 v 1 v 1 v 1p ,   p .
2 v 1 2 v 1

     
 

 
 (19) 
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Рассмотрим решение поставленной задачи для 
моделирования непрерывной случайной величины, 
распределённой в соответствии с бета-распределе-
нием, вид и числовые характеристики которого при-
ведены в работе [5]: 

   
v 1u 1

v 1u 1x 1 x (u v)f (x) x 1 x ,  
B(u, v) (u) (v)

0 x 1; u 0, v 0.


  

  
 

   

(20) 

Числовые характеристики этого распределения 
связаны с его параметрами условиями вида [5]: 

 um ,
u v




  (21) 

 
   

2
2
uvs .

u v u v 1


  
   (22) 

Разрешая (21) и (22) относительно u  и v , по-
лучим, что: 

 
2 2

2
m(m m s )u ,

s
 

    (23) 

 
2 2

2
(m 1)(m m s )v .

s
  

    (24) 

Рассмотрим решение поставленной задачи для 
моделирования непрерывной случайной величины, 
распределённой в соответствии с обобщённым бета-
распределением, вид и числовые характеристики 
которого приведены в работе [5]:  

    
  

u 1 v 1

u v 1
x x

f (x) ,
u, v

 

 

 

  

   (25) 

 x ,     0, 0.           (26) 
Числовые характеристики в этом случае, в со-

ответствии с работой [5],  примут следующий вид: 

 v um
u v

 



,  (27) 

  
   

2
2

2
uv

s .
u v u v 1




  
  (28) 

Разрешая (27) и (28) относительно u  и v , по-
лучим, что: 

 
  m 1 T K

u
P

 
 , (29) 

 
  m T K

v
P

  
 .  (30) 

При условии, что: 

 
   

     

2

3

T m m 1

2 1 m m m 1 ;

       

      
 (31) 

  2K m m 1 2          ;  (32) 

  2 3 2P s 3 3 1 .        (33) 

Приведенные выше распределения можно от-
нести к более или менее известным распределениям. 

Далее рассмотрим менее распространённые распре-
деления, которые также используют при моделиро-
вании систем различной природы и сведения о ко-
торых указаны в работах [9, 11]. Подробно рассмот-
рим решение поставленной задачи на примере рас-
пределения Бирнбаума-Сандерса [9]. Плотность это-
го распределения имеет вид: 

 x x 1f (x) x x
2 x
    

       
, 

   0, 0,    x 0.   (34) 
В условии (34) принято, что: 

  
21 xx exp ,

22

 
      

  (35) 

то есть, плотность стандартного нормального рас-
пределения. В описании системы STATGRAPHICS 
v. XV.I [10] дано моделирующее соотношение для 
получения случайных величин, распределённых по 
закону Бирнбаума-Сандерса с параметрами , :   

 
  2

x x
b s

(N (0,1) 4N 0,1
X

4

     
  . (36) 

Числовые характеристики распределения 
Бирнбаума-Сандерса, приведенные в описании сис-
темы STATGRAPHICS v. XV.I, таковы: 

  2m 1 2 ,     (37) 

    22 2s 1 5 4    .   (38) 

Рассматривая условия (37) и (38) как систему 
уравнений относительно переменных   и   и при-
няв, что: 

 2 2A m 3s  ,  (39) 
получим её решение в виде: 

 1
A 4m ;

3


 
2 2

1 2 2

2 A m 5s

s 5m

  
 


; (40) 

 2
A 4m ;

3


           2 1   ; (41) 

 3
4m A ;

3


           3 1;     (42) 

 4
4m A

3


  ;         4 1   .   (43) 

Выводы 
1. Сформулирована обратная задача модели-

рования непрерывной одномерной случайной ве-
личины. Для её решения при известном типе рас-
пределения необходимо найти явную зависимость 
параметров моделируемого распределения от за-
данных начальных характеристик – математиче-
ского ожидания и среднеквадратического откло-
нения.  
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2. Поставленная задача решена для следую-
щих случаев: нормального распределения, показа-
тельного распределения, распределения Лапласа, 
распределения минимального значения, распределе-
ния максимального значения, двойного показатель-
ного распределения, логистического распределения, 
гамма-распределения, распределения Эрланга n-го 
порядка, распределения Рэлея, распределения Мак-
свелла, параболического распределения, распреде-
ления Симпсона, распределения арксинуса, обрат-
ного Гауссовского распределения, распределения 
Коши, однопараметрического распределения модуля 
n -мерной случайной величины, гиперэкспоненци-
ального распределения, бета-распределения, обоб-
щённого бета- распределения, распределения Бирн-
баума-Сандерса. 

3. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы на предварительной стадии моделирования 
систем.   
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РОЗВ’ЯЗАННЯ  У ЯВНОМУ ВИГЛЯДІ  ЗВОРОТНОЇ ЗАДАЧІ МОДЕЛЮВАННЯ  
НЕПЕРЕРВНОЇ ОДНОВИМІРНОЇ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ 

В.Ю. Дубницький, І.Г. Скорікова 
Сформульовано зворотню задачу моделювання неперервної одновимірної випадкової величини. Для її розв’язання  

при відомому типі розподілу необхідно знайти явну залежність параметрів розподілу, який моделюється, від заданих 
початкових характеристик: математичного сподівання та середньоквадратичного відхилення для наступних випадків: 
нормального розподілу, показникового розподілу, розподілу Лапласа, розподілу мінімального значення, розподілу макси-
мального значення, подвійного показникового розподілу, логістичного розподілу, гамма-розподілу, розподілу Ерланга n-го 
порядку, розподілу Релея, розподілу Максвела, параболічного розподілу, розподілу Сімпсона, розподіу арксинуса, зворот-
ного Гаусового розподілу, розподіл Коші, однопараметричного  розподілу модуля n-вимірної  випадкової величини,  гіпе-
рекспоненціального розподілу, бета-розподілу, узагальненого  бета-розподілу, розподілу Бірнбаума-Сандерса. 

Ключові слова: метод Монте-Карло, статистичне моделювання, щільність розподілу безперервної випадкової величи-
ни, зворотня задача статистичного моделювання, нормальний розподіл, показниковий  розподіл, розподіл Лапласа, розподіл 
мінімального значення, розподіл  максимального значення, подвійний показниковий розподіл, логістичний розподіл, гамма-
розподіл,  розподіл Ерланга n-го порядку, розподіл Релея,  розподіл Максвела, параболічний розподіл, розподіл  Симпсона, роз-
поділ арксинуса, зворотний  Гаусовий розподілі, розподіл  Коші, однопараметричний розподіл модуля n-вимірної випадкової 
величини, гіперекспоненціальний розподіл, бета-розподіл, узагальнений бета-розподіл, розподіл Бірнбаума-Сандерса. 

 
THE EXPLICIT SOLUTION OF INVERSE PROBLEM  

OF CONTINUOUS ONE-DIMENSIONAL RANDOM VARIABLE MODELING 
V.Yu. Dubnitskiy,  Ir.G.  Skorirova 

The explicit solution of inverse problem of continuous one-dimensional random variable modeling is defined. For its solution by 
known type of distribution it is necessary to find the explicit dependence of distribution parameters, which is modeling from set initial 
characteristics: ensemble average and standard deviation in the following cases: normal distribution, exponential distribution, Laplace 
distribution, extreme value minimum distribution, extreme value maximum distribution, double exponential distribution, logistic distribu-
tion, gamma distribution, Erlang distribution of n-th order, Rayleigh distribution, Maxwellian distribution, parabolic distribution, Simp-
son distribution, arc sine distribution, inverse Gaussian distribution , Cauchy distribution, one-parameter distribution of n-dimansional 
random value, hyperexponential distribution, beta distribution, common- beta distribution, Birnbaum-Sanders distribution. 

Keywords: Monte Carlo method, statistical modeling, probability density function, n, inverse problem of statistic simula-
tion, normal distribution, exponential distribution, Laplace distribution, minimum distribution, maximum distribution, double 
distribution, logistic distribution, gamma distribution, Erlang distribution of n-th order, Rayleigh distribution, Maxwellian dis-
tribution, parabolic distribution, Simpson distribution, inverse sine distribution, inverse Gaussian distribution, Cauchy distribu-
tion, one-parameter distribution of n-dimensional random value,  hyperexponential distribution, beta distribution, common- beta 
distribution, Birnbaum-Sanders distribution. 


