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В статье представлен оптимизированный метод решения задачи о наименьшем покрытии для произ-

вольных графов, основанный на составлении и анализе пессимистического негарантированного прогнозиро-
вания наихудшего случая формирования выборки вершин, которые можно включить в покрытие. Рассмот-
рена эффективность работы данного алгоритма при использовании различных моделей построения гра-
фов. Проанализирована временная сложность, погрешность, а также рациональность использования дан-
ного метода в средах распараллеливания нагрузки и телекоммуникационных системах. 
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Введение 

Задача о нахождении наименьшего покрытия 
имеет широкий спектр применений: в системах пла-
нирования, средах распараллеливания нагрузки, 
телекоммуникационных сетях и т.д. К примеру, при 
эксплуатации современных грид-систем [1] необхо-
дима более тонкая процедура планирования ресур-
сов, которая бы эффективно распределяла задания 
на свободные узлы кластерного пула с учетом воз-
можных простоев и задержек. Это может быть реа-
лизовано путем использования эвристического алго-
ритма решения задачи о наименьшем покрытии, 
обеспечивающего оптимальную периодичность осво-
бождения пула заданий и перераспределение соот-
ветствующих ресурсов. Таким образом, время работы 
и эффективность планировщика напрямую зависит от 
временной сложности выбранного алгоритма. 

До сих пор неизвестно ни одного полиноми-
ального и точного алгоритма для решения данной 
задачи. На сегодняшний день существует два основ-
ных подхода: использование либо точного алгорит-
ма экспоненциальной сложности при малых наборах 
входных значений, либо приближенного алгоритма, 
который бы эффективно находил решение за поли-
номиальное время. Поскольку первый вариант име-
ет слишком ограниченное применение, на практике 
в основном используются приближенные алгорит-
мы, которые, однако, не всегда могут обеспечить 
баланс между затребованными вычислительными 
ресурсами и достаточной оптимальностью решения, 
в связи с чем возникает необходимость в разработке 
нового оптимизированного алгоритма, который бы 
позволил удовлетворить перечисленным критериям 
на более широком диапазоне возможных экземпля-
ров задачи. 

Постановка задачи на исследование. Теория 
сложности вычислений, описывающая зависимость 

объема необходимой работы некоторого алгоритма 
от количества входных переменных в той или иной 
абстрактной системе, занимает сегодня ведущее 
положение при построении и анализе эффективных 
методов решения задач постоянно возрастающей 
размерности и усложняющейся структуры [2]. Су-
ществуют различные подходы к решению данного 
вида задач с использованием специфических алго-
ритмов для каждой конкретной проблемы. В общем 
случае, под алгоритмом понимают четкую последо-
вательность действий, которая приводит через конеч-
ное число шагов к определенному результату. В ка-
честве примера решаемых задач могут выступать: 
дифференциальные уравнения, криптоанализ, задачи 
на графах, оптимизация систем диагностики и т.д. 

Объем работы алгоритма охватывает вычисли-
тельные ресурсы исполняющей системы: процес-
сорное время, оперативная память, пропускная спо-
собность сети и др. Ограниченность ресурсов в каж-
дой подобной системе налагает жесткие требования 
к эффективности работы используемого алгоритма.  

Для оценки порядка роста времени выполнения 
алгоритма вводится понятие асимптотической слож-
ности. Чем меньшую асимптотическую сложность 
имеет алгоритм, тем более эффективные показатели 
он будет иметь при увеличении входных данных [3]. 
Для одной и той же задачи могут существовать ал-
горитмы с различной асимптотической сложностью, 
а также емкостной сложностью, характеризующей 
объем памяти, необходимый для работы алгоритма. 

Асимптотическая оценка сложности обознача-
ется греческой буквой Θ (тета). Асимптотическое 
равенство (1)  включает в себя одновременно верх-
нюю и нижнюю оценки сложности. 

f(n) = Θ(g(n)).                             (1) 
Данное равенство выполняется только при со-

блюдении ограничения (2). 
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 (c, c0) > 0, n0: 
 (n > n0) |c*g(n)| < |f(n)| < |c0 *g(n)|.        (2) 

Обозначение Θ символизирует множество функ-
ций, которые растут с той же скоростью, что и функ-
ция g(n), т.е. с точностью до умножения на константу 
(c, c0), n – количество входных переменных. 

На практике чаще всего пользуются верхней 
оценкой сложности (3), поскольку она характеризу-
ет временную составляющую реализации алгоритма. 
Другими словами, она показывает оценку того вре-
мени, за которое алгоритм гарантированно завершит 
работу, а не время, в пределах которого он точно не 
закончит выполнение инструкций. 

Верхняя оценка сложности обозначается грече-
ской буквой Ο (омикрон).  

f(n)= Ο(g(n)).                              (3) 
Данная оценка является множеством функций, 

которые растут не быстрее, чем g(n). При этом не-
обходимо соблюдение ограничения (4). 

 c>0, n0:  (n > n0) |f(n)|<=|c*g(n)|.          (4) 
Были сделаны различные попытки классифи-

кации решаемых задач по тем или иным критериям 
(проблематика разрешимости, задачи оптимизации, 
анализа и т.д.). В случае алгоритмов, в зависимости 
от того, можно ли проверить решение на машине 
Тьюринга, выделяют несколько классов сложности: 
класс NP, который охватывает все переборные зада-
чи; класс P, охватывающий те переборные задачи, 
которые можно решить за полиномиальное время 
[4]. Вопрос о том, можно ли свести вышеуказанные 
классы в один, до сих пор является открытым. 

В переборных задачах необходимо найти ре-
шение среди конечного множества вариантов. Од-
нако, при резком увеличении числа входных дан-
ных, задача становится чересчур трудоемкой, а ино-
гда и вовсе неразрешимой. Поэтому для решения 
подобных задач необходима разработка полиноми-
ального алгоритма, т.е. такого алгоритма, временная 
сложность которого равна O(p(n)), где p(n) – поли-
номиальная функция, а n – входные параметры. 

В классе NP выделяют универсальные пробле-
мы, которые также называют NP-полными задачи. 
Считается, что любая задача из класса NP может 
быть полиноминально сведена к NP-полной задаче. 
Очевидно, что если удастся доказать принадлеж-
ность любой NP-полной задачи к классу P, также 
будет доказано равенство между классами P и NP, а 
значит, появится возможность разработки эффек-
тивных алгоритмов для широкого класса дискрет-
ных задач, не имеющих до сих пор точных методов 
решений за полиномиальное время. 

Задача о нахождении наименьшего покрытия в 
графах может быть представлена в двух формах: оп-
тимизационной и форме разрешимости. В случае оп-
тимизационной формы предполагается нахождение 
наилучшего решения среди всех возможных. Форма 

разрешимости может быть представлена в виде вопро-
са, требующего однозначного ответа «да или нет», в 
зависимости от значений входных параметров [5]. В 
такой форме задачу о нахождении наименьшего по-
крытия принято относить к классу NP-полных задач. 

На основании вышеизложенного материала 
формализуем поставленную задачу. Пусть имеется 
произвольный ненаправленный граф G(V, E), где V – 
множество вершин, E – множество ребер данного 
графа. Вершинным покрытием данного графа явля-
ется такое подмножество вершин V’ V, что каж-
дое ребро (u, v)   G удовлетворяет следующему 
условию: u   V’ и/или v   V’, соответственно. Под 
размером вершинного покрытия подразумевается 
количество вершин, входящих в него. Таким обра-
зом, задача сводится к нахождению вершинного 
покрытия наименьшего размера в заданном неори-
ентированном графе G.  

Анализ последних исследований и публика-
ций. Задача о нахождении наименьшего покрытия 
входит в известный список Карпа, состоящий из 
формулировки и доказательства NP-полноты 21 за-
дачи. Однако данная задача привлекает многих ис-
следователей не только принадлежностью к классу 
NP-полных проблем, но и тем, что к ней можно све-
сти множество трудоемких задач из реальной жизни 
[6]. Сферы использования данной задачи охватыва-
ют электротехнику, биоинформатику, коммуника-
ционные системы и другие отрасли.  

На сегодняшний день известно несколько при-
ближенных алгоритмов решения данной задачи за 
полиномиальное время. Все они отличаются как 
погрешностью получаемых решений, так и эффек-
тивностью работы на различных плотностях  иссле-
дуемых графов. Алгоритмы, которые обеспечивают 
точные решения на всем диапазоне входных дан-
ных, нецелесообразно использовать на практике в 
виду их слишком высокой временной сложности. 

Задача имеет коэффициент аппроксимации (5) 
равным ρ(n), если для любого количества входных 
переменных n затраты c на решение алгоритма на-
ходятся в пределах, пропорциональных затратам с* 
оптимального варианта. 

Max(c/c*, c*/c) ≤ ρ (n).                       (5) 
Популярным методом нахождения приближен-

ных решений является жадный подход [7]. Данный 
метод основан на нахождении наилучших результа-
тов на каждой стадии работы алгоритма с последую-
щим сведением их в глобальное общее оптимальное 
решение. В случае задачи о наименьшем покрытии, 
на каждой стадии будет произведен поиск вершин с 
наибольшей степенью с последующим удалением 
всех покрытых ребер. Временная сложность данного 
метода равна O(V+E) (V – вершины, E – ребра). 

При решении задач оптимизации и моделирова-
ния часто пользуются генетическим алгоритмом [8]. 
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Он представляет собой эвристический метод поиска с 
применением механизмов: аналогичных естественно-
му отбору в природе. Первые попытки симуляции эво-
люции были проведены Нильсом Баричелли в 1954 
году. Формализация задачи делается таким образом, 
чтобы её решение могло быть закодировано в виде 
вектора генов, где каждый ген может являться битом 
или числом. Затем случайным образом создаётся мно-
жество генотипов начальной популяции. Они оцени-
ваются с использованием «функции приспособленно-
сти», в результате чего с каждым генотипом ассоции-
руется определённое значение. Временная сложность 
равна общему количеству кандидатов-решений из по-
лученного «множества-поколения». 

Еще одним популярным подходом является ис-
пользование техники линейного программирования 
[9]. Линейная программа представляет собой сово-
купность линейных ограничений на диапазоне зна-
чений целевой функции. При наличии n переменных 
и m ограничений задача может быть решена за по-
линомиальное время O(n*m). В 1979 году Л. Хачия-
ном был предложен первый полиномиальный алго-
ритм на основе линейного программирования. 

Экспериментальные результаты  
и их обсуждение 

Целью статьи является разработка оптимизиро-
ванного алгоритма с гораздо меньшей погрешно-
стью получаемых решений и улучшенной времен-
ной сложностью по сравнению с существующими 
подходами. Рассмотрим предлагаемую процедуру 
решения задачи о нахождении наименьшего покры-
тия на основе негарантированного прогнозирования 
для произвольных графов: 

Шаг 1. Находим пары независимых вершин в 
заданном графе и составляем их суммированные 
характеристики.  

Шаг 2. Среди найденных пар независимых вер-
шин выбираем ту пару, которая имеет наибольшую 
общую степень (покрывает наибольшее количество 
ребер в соответствующем графе). Если таких пар 
несколько, выбираем ту, в состав которой входят 
вершины, встречающиеся в совокупности большее 
количество раз среди всех остальных независимых 
вершин. В случае если и таких пар окажется не-
сколько – выбираем любую из них. 

Шаг 3. Пусть х1 и х2 – выбранные независимые 
вершины. Используя технику пессимистического 
негарантированного прогнозирования, составляем 
три возможных варианта для последующего анализа: 

 х1 = 0, х2 = 0, т. е. вершины  х1 и  х2 принад-
лежат минимальному вершинному покрытию; 

 х1 = 0, х2 = 1,  т. е. вершина  х1 принадлежат ми-
нимальному вершинному покрытию, а вершина  х2 нет; 

 х1 = 1, х2 = 0, т.е. вершина х2 принадлежат ми-
нимальному вершинному покрытию, а вершина х1 нет. 

Шаг 4. Для каждого варианта, описанного на 
предыдущем шаге, решаем соответствующую сис-
тему уравнений, подставляя значения выбранных 
независимых вершин рассматриваемого графа. Ис-
пользуя аксиомы булевой алгебры (метод поглоще-
ний и др.) определяем следующие характеристики: 
W – реальный размер покрытия, полученного в каж-
дом варианте; P – прогнозируемое включение вер-
шин в минимальное покрытие. 

Шаг 5. Сравнивая значения, полученные на ша-
ге 4, в первую очередь выбираем вариант с P = 0. 
Если такого нет, выбираем тот, у которого больше 
параметр W. В случае если данные параметры оди-
наковы – выбираем любой из них. Возвращаемся на 
шаг 1 и решаем данную процедуру до тех пор, пока 
не встретится вариант с P = 0. 

При решении вышеуказанной процедуры необ-
ходимо также учитывать два специфических для 
данного алгоритма момента: 

1. Если в графе присутствует висячая верши-
на, то переменную, находящуюся с ней в паре, 
включаем в покрытие, а данную вершину приравни-
ваем к нулю. 

2. Если количество появления переменных в 
графе одинаково, то добавляем в прогноз возможно-
го покрытия такое количество вершин: (n+1)/2 – 
когда суммарное число переменных нечетное,  n/2 – 
при варианте с четным количеством. 

Благодаря использованию техники негаранти-
рованного прогнозирования временная сложность 
не разрастается до экспоненциального уровня и ос-
тается в пределах O(log(V*E)). 

Для детального тестирования и анализа работы 
алгоритма была написана программа на языке про-
граммирования C++.   

С помощью данной программы был составлен 
график, представленный на рис. 1. Как видно на гра-
фике, данный алгоритм имеет низкий уровень по-
грешности, при этом он позволяет найти решение за 
полиномиальное время. 
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Рис. 1. График, отображающий эффективность 

 работы предлагаемого алгоритма 
 

На рис. 2 представлен график частоты появле-
ния неточных решений для алгоритма на основе 
частотного подхода, который позволяет провести 
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сравнительный анализ работы описываемой проце-
дуры решения задачи о наименьшем покрытии. Как 
и на графике 1, по оси x отображается изменение 
плотности заданного графа. Ось y показывает, как 
быстро увеличивается частота появления неточных 
решений при возрастании количества вершин.  

Для каждой точки графика, с помощью специ-
ально написанной программы проводилась серия 
тестов, позволяющая оценить точность полученного 
решения путем сравнения с результатом точного 
(экспоненциального) алгоритма. 
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Рис. 2. График частоты появления неточных  

решений алгоритма на основе частотного подхода 
 

Сопоставление числовых данных, полученных 
экспериментальным путем, позволяет составить сум-
мированные характеристики разработанного алгорит-
ма. Проведенные тесты говорят о том, что описанный 
алгоритм имеет хорошую точность решений по срав-
нению с другими полиномиальными приближенными 
алгоритмами и может быть использован как замена 
для менее эффективных процедур решения NP-трудных 
задач. В частности, данный алгоритм может быть ис-
пользован в таких отраслях, как: диагностика и оптими-
зация работы телекоммуникационных сетей; рациона-
лизация установки систем обнаружения и предотвра-
щения вторжений и др. Эффективность выполнения по 
сравнению с наиболее оптимальными существующими 
подходами в зависимости от выбранной модели по-
строения графа может быть повышена на 30 – 35%. 

Заключение 
Разработанный алгоритм позволяет эффектив-

но решать задачу о нахождении наименьшего по-
крытия, которая имеет широкий спектр использова-
ния в различных областях науки и техники. Свойст-
ва алгоритма были протестированы при помощи 
специально написанной программы.  

Описанный в статье подход применим к раз-
личным моделям графов, что подтвердилось прове-
денным тщательным анализом. 
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ОПТИМІЗОВАНИЙ МЕТОД РІШЕННЯ ЗАДАЧІ ПРО НАЙМЕНШЕ ПОКРИТТЯ  

НА ОСНОВІ НЕГАРАНТОВАНОГО ПРОГНОЗУВАННЯ 
С.В. Лістровий, С.В Моцний  

У статті представлено оптимізований метод розв'язання задачі про найменше покриття для довільних графів, 
заснований на складанні та аналізі песимістичного негарантованого прогнозування найгіршого випадку формування 
вибірки вершин, які можна включити в покриття. Розглянуто ефективність роботи даного алгоритму при викорис-
танні різних моделей побудови графів. Проаналізована тимчасова складність, похибка, а також раціональність вико-
ристання даного методу в середовищах розпаралелювання навантаження і телекомунікаційних системах. 

Ключові слова: вершинне покриття, тимчасова складність, булеві функції. 
 

THE OPTIMIZED METHOD FOR SOLVING THE MINIMUM VERTEX COVER PROBLEMS  
BASED ON A NON-GUARANTEED PREDICTION 

S.V. Listrovoy, S.V. Motsnyi  
In this article an optimized method for solving problems of finding the minimum vertex covers for the arbitrary graphs based on 

the analysis of an unwarranted pessimistic prediction of the worst-case sample of the vertices that can be included into the cover is dis-
cussed. The effectiveness of this algorithm is shown by testing the different graph models. The time complexity, measurement errors and 
the possible use of this technique in the distributed environments and the telecommunication systems have also been summarized. 

Keywords: vertex coverage, temporal complication, functions are boole. 


