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В статье предложен мажорантно-суперпозиционный алгоритм генерации дискретной случайной вели-
чины, имеющей робастное распределение солитона, совмещающий в себе метод суперпозиции, мажорантный 
метод исключения, метод обратного преобразования и стандартный алгоритм генерации дискретной слу-
чайной величины. Установлено, что в сравнении со стандартным алгоритмом предлагаемый алгоритм имеет 
преимущество в отношении производительности. Мажорантно-суперпозиционный алгоритм может быть 
использован в программной реализации кодера кодов LT. 
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Введение 
Помехоустойчивое кодирование цифровых 

данных имеет важное значение, поскольку боль-
шинство современных систем связи основано на 
передаче сообщений в цифровом виде. В области 
помехоустойчивого кодирования цифровой инфор-
мации практическую ценность представляет новый 
класс помехоустойчивых кодов – фонтанные коды. 
Кодами этого класса можно закодировать любое 
сообщение конечного размера потенциально неог-
раниченным потоком независимых пакетов. Эти 
коды имеют простые алгоритмы декодирования и 
позволяют на практике получать результаты, близ-
кие к предельным возможностям помехоустойчиво-
го кодирования [1]. 

Случайный фонтанный код является несисте-
матическим. В каждый из кодовых символов с веро-
ятностью 0.5 входит каждый из K исходных симво-
лов. Сложением битов по модулю 2 (операцией 
XOR) всех входящих исходных символов вычисля-
ются значения k битов кодового символа. В резуль-
тате кодер генерирует случайный код (random 
fountain), в среднем используя K / 2 операций XOR 
для вычисления одного кодового символа. Эта вели-
чина, которая называется стоимостью кодирования, 
оказывается сравнимой с K, и поэтому ее следует 
считать большой [1]. Количество исходных симво-
лов, входящих в кодовый символ, называется его 
степенью. 

Исторически первым классом фонтанных кодов 
стали коды LT (Luby transform code), изобретённые 
М. Лаби (Michael Luby) в 1998 году и опубликован-
ные в 2002 году. Алгоритм кодирования аналогичен 
алгоритму случайного фонтанного кода, однако 

имеет принципиально иное распределение степени 
кодового символа ρ(d). Суть LT-кода именно в соче-
тании этого "хорошего" распределения с простым и 
быстрым алгоритмом декодирования [1]. Распреде-
ление степени кодового символа ρ(d) является важ-
нейшей частью алгоритма. Часть кодовых символов 
должна иметь высокую степень (близкую к K), что-
бы гарантировать, что нет исходных символов, не 
входящих ни в один из кодовых. Многие кодовые 
символы должны иметь низкую степень, чтобы про-
цесс декодирования мог запуститься и поддержи-
ваться. Кроме того, общее количество операций 
сложения в процессах кодирования и декодирования 
должно оставаться небольшим [2]. 

Изначально в качестве закона распределения 
степени кодового символа (d) в данном коде пред-
полагалось использовать идеальное распределение 
солитона (ideal soliton distribution). Дальнейшие ис-
следования продемонстрировали, что на практике 
это распределение работает плохо, потому что 
флуктуации вокруг ожидаемого поведения делают 
сбой процесса декодирования очень вероятным. Это 
привело к созданию робастного распределения со-
литона (robust soliton distribution), используемого в 
кодах LT в качестве закона распределения степени 
кодового символа [2]. 

Таким образом, проблема создания высокопро-
изводительных алгоритмов генерации дискретной 
случайной величины, подчиняющейся робастному 
распределению солитона, является актуальной. 

Целью статьи является описание разработан-
ного мажорантно-суперпозиционного алгоритма 
генерации дискретной случайной величины, имею-
щей робастное распределение солитона, и исследо-
вание его производительности. Предлагаемый алго-
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ритм разработан в качестве средства уменьшения 
времени генерации случайной величины, подчи-
няющейся данному распределению, по сравнению 
со стандартным алгоритмом, являющимся универ-
сальным средством генерации дискретных случай-
ных величин. 

1. Особенности робастного 
распределения солитона 

Идеальное распределение солитона является 
однопараметрическим и имеет вид: 

 
 

1       для d 1,   
K

d 1   для d 2, 3, , K,
d d 1

   
  



 

где параметром является K – количество исходных 
символов [2]. 

Робастное распределение солитона является 
трёхпараметрическим. Его дополнительными пара-
метрами являются  – верхняя граница вероятности 
сбоя процесса декодирования при условии получе-
ния K' = KZ кодовых символов и c – константа по-
рядка единицы, которая на практике может рассмат-
риваться в качестве свободного параметра, дающего 
хорошие результаты при значении немного меньше 
единицы [2]. Для аналитического задания его функ-
ции вводится вспомогательное трёхпараметрическое 
распределение (d). Робастное распределение соли-
тона имеет вид [2]: 

     d d
d ,  

Z
  

   

где                        
K
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Z d d ,


     

 

S 1 K       для d 1, 2, , 1; 
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S S Kd ln   для d  ; 
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где                         KS c ln K     
. 

2. Стандартный алгоритм генерации 
дискретной случайной величины 

Стандартный алгоритм генерации дискретной 
случайной величины с заданным законом распреде-
ления, принимающей конечное число значений N, 
основан на разбиении единичного отрезка на N ин-
тервалов, длины которых равны вероятностям появ-
ления соответствующих значений случайной вели-
чины. Процедура генерации осуществляется сле-

дующим образом: генерируется случайная величина 
со стандартным равномерным распределением, оп-
ределяется интервал, в который она попала, и воз-
вращается значение, соответствующее данному ин-
тервалу [3].  

В случае применения данного алгоритма для 
генерации робастного распределения солитона кри-
терием попадания стандартной равномерно распре-
делённой случайной величины r в интервал, которо-
му соответствует значение d, является выполнение 
условия: 

   
d 1 d

i 1 i 1
i  r i .



 
      

Следовательно, для робастного распределения 
солитона стандартный алгоритм имеет вид, пред-
ставленный на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Стандартный алгоритм генерации  

дискретной случайной величины  
для робастного распределения солитона 

 
В качестве примера практического применения 

стандартного алгоритма, представленного на рис. 1, 
может быть приведена реализация генератора роба-
стного распределения солитона в рамках проекта по 
разработке кодера и декодера кодов LT на языке C# 
с открытым исходным кодом [4]. 

3. Мажорантно-суперпозиционный  
алгоритм генерации робастного  

распределения солитона 
Пусть: 

1
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Поскольку  
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Следовательно, 
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Определим 2 дискретные случайные величины: 
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p Z d d 1
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Дискретная случайная величина, имеющая за-
кон распределения f(d) или f(d), может существо-
вать, поскольку 

     
K K K
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1 1f d  d d
p Z p Z
   


    


    

    0.5K 1 11 2 0.5 1,
K K
        

 
 

 
 K/S 1K

d 1 d 3

p1 S 1f d  1. 
p KZ d p





  

     

Также определим три вырожденные дискрет-
ные случайные величины: 

 1
1     для d = 1,           

f d =  
0    для d = 2, …, K,





 

 2
1    для d = 2,                      

f d =
0   для d = 1, 3, 4, …, K,    





 

 s

K1     для d =  ,                                        
S

f d =  
K K0    для d = 1, 2,…, - 1, + 1,…, K.
S S

  
    


   
       

 

Тогда для d = 1, 2, ..., K верно следующее ра-
венство (табл. 1): 

     
     

1 1 2 2

s s

d p f d p f d

p f d p f d p f d .    

   

  
 

 

Таблица 1 
Результаты доказательства 
представимости (d) в виде  

линейной комбинации функций распределений 

Значения d Значения обеих частей  
данного равенства 

1 1 S
KZ
  

2 S K
2KZ
  

K3, , 1
S

    
 1 1 S

Zd d 1 K
   

 

K
S

 
  

 
 

1 1 S Sln
Z d d 1 K
        

 

K 1, , K
S

     
  

1 1
Z d d 1

 

 
Поскольку функция робастного распределения 

солитона (d) представима в виде линейной комби-
нации функций вероятностей, коэффициенты при 
которых неотрицательны и в сумме дают 1, для ге-
нерации случайной величины, подчиняющейся за-
кону (d), может быть использован метод суперпо-
зиции. Его суть состоит в случайном выборе функ-
ции вероятности, входящей в данную линейную 
комбинацию, с последующей генерацией случайной 
величины в соответствии с выбранной функцией 
вероятности, причём частота выбора каждой функ-
ции распределения должна быть равна коэффициен-
ту при ней [3]. 

Случайный выбор функции вероятности может 
быть реализован с использованием стандартного 
алгоритма генерации дискретной случайной вели-
чины. Обозначим верхние границы интервалов в 
пределах единичного отрезка, при попадании стан-
дартной равномерно распределенной величины в 
которые выбираются соответствующие им функции 
вероятности:  

B2 = p2,  
BS = B2 + pS,  
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B1 = BS + p1,  
B = B1 + p,  
B = B + p = 1.  
Тогда случайный выбор функции вероятности 

может быть реализован следующим образом. Гене-
рируется стандартная равномерно распределенная 
величина r. При попадании r в интервал [0; B2] вы-
бираем распределение f2(d), интервалу (B2; BS] соот-
ветствует распределение fS(d), интервалу (BS; B1] – 
распределение f1(d), интервалу (B1; Bτ] – распреде-
ление f(d), в случае попадания r в интервал (Bτ; 1] 
выбирается распределение f(d). 

Очевидно, что генерация вырожденных рас-
пределений f1(d), f2(d) и fS(d) заключается в возврате 
значения, имеющего единичную вероятность для 
соответствующего распределения. 

Распределения fρ(d) и fτ(d) можно генерировать 
с использованием мажорантного метода исключе-
ния. Данный метод применительно к генерации не-
прерывных случайных величин с заданной плотно-
стью распределения описан в [5]. Он может быть 
модифицирован для решения задачи генерации дис-
кретной случайной величины с заданным законом 
распределения, принимающей целые значения a,  
a + 1, ..., b. Данная модификация мажорантного ме-
тода исключения может быть описана следующим 
образом. 

Выбирается функция g(x), график которой пол-
ностью повторяет форму гистограммы частот гене-
рируемой дискретной случайной величины f(x) на 
интервале [a; b + 1). Таким образом, для g(x) участок 
области определения [a; b + 1) разбит на интервалы 
единичной длины, в пределах которых функция со-
храняет значение, пропорциональное значению f(x) 
от целой части аргумента, принадлежащего соответ-
ствующему интервалу. Следовательно, функцию 
g(x) можно выбрать по формуле  

   g x  kf x    ,  

где k – произвольное положительное число. 
Затем выбирается функция m(x), являющаяся 

мажорантой для g(x) на интервале [a; b + 1), таким 
образом, что для 

   
x

a

M x m z dz    

существует обратная функция M-1(x). 
Следует отметить, что если f(x) определена 

всюду на интервале [a – 1; b + 1) и является строго 
монотонно убывающей, то в качестве мажоранты 
для g(x) можно выбрать    m x  kf x 1  . По-
скольку для любого числа x выполняется неравенст-
во x 1 x      и f(x) строго монотонно убывает, то 

   kf x kf x 1    , следовательно, g(x) < m(x) для 

любого x, принадлежащего интервалу [a; b + 1). 

Генерация дискретной случайной величины f(x) 
осуществляется путём генерации точки, равномерно 
распределённой в области A, ограниченной осью OX, 
мажорантой m(x) и прямыми  

x = a       и       x = b + 1. 
В качестве результата возвращается значение 

генерируемой случайной величины, соответствую-
щее столбцу, являющемуся областью под графиком 
g(x), в котором оказалась сгенерированная точка. Из 
определения функции g(x) следует, что значение, 
соответствующее столбцу, в который попала сгене-
рированная точка, равно целой части её координаты 
x. Если сгенерированная точка окажется над графи-
ком g(x), генерация точки осуществляется повторно. 

Так как столбцы имеют одинаковую ширину, а 
их высоты пропорциональны частотам соответст-
вующих значений случайной величины f(x), отно-
шение вероятности попадания сгенерированной 
точки в выбранный столбец к вероятности её попа-
дания в область под графиком g(x) равно частоте 
соответствующего значения случайной величины 
f(x), что свидетельствует о правильности алгоритма. 

Необходимо отметить, что мажоранту m(x) 
следует выбирать таким образом, чтобы как можно 
большая часть площади области A находилась под 
графиком g(x). Такой подход к выбору m(x) направ-
лен на повышение производительности мажорант-
ного метода исключения, поскольку в результате его 
применения достигается уменьшение вероятности 
попадания сгенерированной точки в область над 
графиком g(x), a следовательно, и уменьшение веро-
ятности повторной генерации точки. 

Генерация точки, равномерно распределённой 
в области A, может быть осуществлена следующим 
образом. 

Пусть  

     b 1

a

m x
G m x dx,        q x ,

G


   

тогда координата x генерируется в соответствии с 
распределением непрерывной случайной величины 
с функцией плотности q(x) и областью значений [a; 
b + 1). Затем генерируется координата y в соответ-
ствии с непрерывным равномерным распределением 
случайной величины с областью значений [0; m(xr)), 
где xr – сгенерированное значение координаты x [5]. 

Для генерирования случайной величины, в со-
ответствии с которой генерируется координата x 
точки, может быть применён метод обратного пре-
образования. В соответствии с данным методом, 
координата x генерируется по формуле xr = Q-1(r), 
где r – случайная величина, имеющая стандартное 
равномерное распределение, Q-1(x) – функция кван-
тилей распределения координаты x, являющаяся 
обратной для функции распределения данной слу-
чайной величины, имеющей вид [5]: 
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x

a

Q x q z dz .   

Применительно к распределениям f(d) и f(d) 
мажорантный метод исключения может быть описан 
следующим образом. Поскольку случайные величины 
с распределениями f(d) и f(d) принимают с ненулевой 

вероятностью значения 3, ..., K и 3, ..., K 1
S

    
 соот-

ветственно, то a = 3, b = K, aτ = 3 и Kb 1
S

    
. 

Выберем 

     1 1g x , g x .
xx x 1  
         

 

Поскольку fρ(d) и f(d) строго монотонно убы-
вают на интервалах [a – 1; b + 1) и [aτ – 1; bτ + 1) 
соответственно, то в качестве мажорант выберем 

       1 1m x ,     m x .
x 1 x 2 x 1  
  

 

Пусть  
2 1 KU 2  ,         V 0.5,
K 2 S

      
 

тогда 

     
K 1 

3

dxG  ln U ,
x 1 x 2



  
   

 

K
S

3

dxG ln V ,
x 1

 
  

  
  

      
1q x ,

ln U x 1 x 2 
 

 

    
1q x ,

ln V x 1 


 

     

x

3

U

dzQ x
ln U z 1 z 2

2log 2 ,
x 1

  
 

    


 

      
x

V
3

dzQ x log 0.5x 0.5 ,
ln V z 1   

  

 -1
r x

2Q x 1 , 
2 U

 


 

 -1 x
tQ x 1 2V .    

Таким образом, мажорантно-суперпозиционный 
алгоритм генерации дискретной случайной величины, 
подчиняющейся робастному распределению солитона, 
представлен на рис. 2, состоящем из трёх частей. 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2. Мажорантно-суперпозиционный алгоритм 

4. Сравнение производительности 
алгоритмов 

Сравнение производительности мажорантно-
суперпозиционного алгоритма генерации дискрет-
ной случайной величины, подчиняющейся робаст-
ному распределению солитона, и стандартного ал-
горитма генерации дискретной случайной величи-
ны, применяемого для данного распределения, было 
выполнено путём измерения времени генерации 107 
случайных значений при помощи реализаций дан-
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ных алгоритмов на языке C# для заданных значений 
параметра K при фиксированных значениях пара-
метров с = 0.2 и  = 0.05. В качестве реализации 
стандартного алгоритма была использована реали-
зация генератора робастного распределения солито-
на в рамках проекта по разработке кодера и декоде-
ра кодов LT на языке C# с открытым исходным ко-
дом [4]. Измерения осуществлялись на компьютере 
с процессором Intel Core i5-2430M 2.4GHz. На осно-
вании полученных измерений был построен график, 
представленный на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. График зависимости времени генерации 107 

случайных значений от параметра K  
для сравниваемых алгоритмов 

 
Из графика следует, что мажорантно-супер-

позиционный алгоритм в сравнении со стандартным 
алгоритмом имеет более высокую производитель-
ность для любых значений параметра K и демонст-
рирует более низкие темпы роста времени выполне-
ния при увеличении значения параметра K. 

Заключение 
Мажорантно-суперпозиционный алгоритм ге-

нерации дискретной случайной величины, подчи- 
 

няющейся робастному распределению солитона, 
совмещает в себе метод суперпозиции, мажорант-
ный метод исключения, метод обратного преобразо-
вания и стандартный алгоритм генерации дискрет-
ной случайной величины. В сравнении со стандарт-
ным алгоритмом мажорантно-суперпозиционный 
алгоритм имеет преимущество как в отношении 
производительности при любых значениях парамет-
ра К, так и в отношении темпов роста времени вы-
полнения при увеличении значения параметра K. 
Предлагаемый алгоритм может быть использован в 
программной реализации кодера кодов LT. 
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МАЖОРАНТНО-СУПЕРПОЗИЦІЙНИЙ АЛГОРИТМ ГЕНЕРАЦІЇ ВИПАДКОВОЇ ВЕЛИЧИНИ,  
ЩО МАЄ РОБАСТНИЙ РОЗПОДІЛ СОЛІТОНА 

О.С. Вамболь 
У статті запропоновано мажорантно-суперпозиційний алгоритм генерації дискретної випадкової величини, що 

має робастний розподіл солітона, що суміщає в собі метод суперпозиції, мажорантний метод виключення, метод зво-
ротного перетворення і стандартний алгоритм генерації дискретної випадкової величини. У порівнянні зі стандарт-
ним алгоритмом пропонований алгоритм має перевагу щодо продуктивності. Мажорантно-суперпозиційний алгоритм 
може бути використаний в програмній реалізації кодера кодів LT. 

Ключові слова: мажорантно-суперпозиційний алгоритм, робастний розподіл солітона, фонтанні коди, коди LT, 
генерація випадкових величин, підвищення продуктивності. 

 
MAJORANT-SUPERPOSITION ALGORITHM FOR GENERATING A RANDOM VARIABLE  

THAT HAS A ROBUST SOLITON DISTRIBUTION  
A.S. Vambol 

The majorant-superposition algorithm for generating a discrete random variable that has a robust soliton distribution 
which combines the method of superposition, majorant elimination method, inverse transform sampling and a standard algo-
rithm for generating a discrete random variable is proposed in the paper. The proposed algorithm has an advantage in terms of 
performance in comparison with a standard algorithm. The majorant-superposition algorithm can be used in a software imple-
mentation of the LT codes encoder. 

Keywords: majorant-superposition algorithm, robust soliton distribution, fountain codes, LT codes, generating random 
variables, performance enhancement. 


