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Вступ 

Постановка проблеми. Перехідні процеси в 
математичних моделях розглянуті в у статті [5]  ана-
логової двохмасової системи управління швидкістю 
обертання і натягом багатодвигуновим електропри-
водом папірообмотувальної  машини з урахуванням 
пружних елементів є коливальними, що неприпус-
тимо за умовами проведення технологічних проце-
сів. Тому  необхідно провести дослідження оптима-
льної аналогової двохмасової системи управління 
швидкістю обертання і натягом багатодвигуновим 
електроприводом папірообмотувальної машини з 
урахуванням пружних елементів. 

Аналіз останніх досягнень і публікацій.  Ко-
ливання двохмасової системи управління у великій 
мірі визначається співвідношенням частоти власних 
недемпфованих коливань елементів трансмісії папі-
рообмотувальної машини і смуги пропускання регу-
ляторів швидкості обертання приводного механізму 
і натягу папірообмотувальних стрічок. Якщо власні 
частоти механічних коливань на порядок і більш 
відрізняються від смуги пропускання, тобто практи-
чно знаходиться поза діапазоном робочих частот 
системи, то впливом наявності пружних елементів 
трансмісії на динаміку системи взагалі можна нех-
тувати [1] . Проте у міру розширення смуги пропус-
кання системи власні механічні коливання почина-
ють впливати на динаміку системи.  

При цьому в перехідному процесі з'являються 
коливання, в частотній характеристиці системи ви-
никають викиди, а у міру наближення смуги пропу-
скання до першої частоти власних недемпфованих 
коливань механічної частини система взагалі може 
втратити стійкість. Ці міркування справедливі для 
класичних структур систем підлеглого регулювання, 
що найчастіше зустрічаються в промислових систе-
мах управління [1].  

Метою статті є дослідження математичної мо-
делі та побудова динамічних характеристик оптима-
льної аналогової двохмасової системи управління 
швидкістю обертання і натягом багатодвигуновим 
електроприводом папірообмотувальної машини з 
урахуванням пружних елементів.  

Виклад матеріалу дослідження, 
отриманих наукових результатів 

Основні вимоги до оптимальної системи 
управління можуть бути забезпечені відповідним 
вибором вагових матриць в інтегральному квадра-
тичному критерії якості. Одночасно з реалізацією 
заданих динамічних характеристик системи управ-
ління можуть бути враховані обмеження, що накла-
даються на змінні стану і управління, а побічно мо-
жуть бути враховані і обмеження на величини кое-
фіцієнтів підсилення зворотних зв'язків по відповід-
них змінним стану системи. 

Рівняння стану початкової лінійної системи 
управління 

X(t) AX(t) BU(t); Y(t) CX(t) DU(t)   
     ,   (1) 

де А – матриця стану, розмірності n n ;  X t


 – 
вектор стану, розмірності n 1 ; В – матриця управ-
ління, розмірності n m ;  U t


 – вектор управління, 

розмірності m 1 . 
Інтегральний квадратичний критерій якості [3] 

 
K

0

T
T T

1 2
t

min J X (t)R X(t) U (t)R U(t) dt 
   

,    (2) 

де 1R  – вагова матриця; 2R  – ваговий множник.  
Така постановка завдання називається лінійно-

квадратичним завданням, оскільки початкова систе-
ма є лінійною, а критерій якості її управління є квад-
ратичним. Для визначення оптимального управління 
в цьому завданні скористаємося необхідними умо-
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вами оптимальності, отриманими на основі класич-
ного варіаційного числення [2].   

Оптимальний закон управління приймає вигляд 

      U t F t X t  
 

,  (3) 

де  F t  – матриця коефіцієнтів підсилення лінійно-
го оптимального регулятора. 

Мінімум інтегральному квадратичному крите-
рію якості доставляє лінійний регулятор  

    1 T
2F t R B P t   ,      (4)  

 P t  - матриця рішення рівняння Ріккаті. 

         1 T T
1 2P t R P t BR B P t A P t P t A     , (5) 

із кінцевою умовою   к 1P t P . Звичайно для стій-
ких систем стале значення коефіцієнтів матриці Р(t) 
має деяке постійне значення  

t 0
lim P t P


 . При цьо-

му  P t 0   і для сталого значення P  матричне 
рівняння Ріккаті перетворюється в алгебраїчне, яке 
зветься рівнянням Лур’є: 

 1 T T
1 20 R PВR B P A P PA    . (6) 

Синтез оптимального регулятора перебуває у 

визначенні коефіцієнтів підсилення матриці опти-
мального регулятора F(t) , щоб можна було одержа-
ти бажані показники якості перехідного процесу 
відповідним вибором вагової матриці 1R  і вагового 
множника 2R . Замкнена система з оптимальним 
регулятором по всім змінним вектору стану  має 
вигляд 

         X t A BF X t BU t  
   .  (7) 

Нехай 
 A A BFr   ,  (8) 

де Ar  - матриця стану  системи з оптимальним ре-
гулятором, 
  det sI A det sI A BF 0r       .    (9) 

Розглянемо побудову динамічних характерис-
тик оптимальної аналогової двохмасової системи 
управління швидкістю обертання і натягом багатод-
вигуновим електроприводом папірообмотувальної 
машини [4] з урахуванням пружних елементів з ви-
користанням оптимального астатичного регулятора 
для розширеного об'єкту управління відповідно до 
алгоритмічної схеми, показаної на рис.1.  

 

 
Рис. 1. Алгоритмічна схема оптимальної аналогової  двохмасової системи управління 

 
Динамічні характеристики (рис. 2, е) натягу  

спочатку мають позитивний характер, що пов'язане 
з прискоренням кружка із стрічкою. Стале значення 
натягу рівне нулю, оскільки на вхід регулятора на-
тягу подана нульова задаюча дія. Причому стале 
значення натягу  рівне завданню.  

Початкова система управління з урахуванням 
допоміжних змінних стану [1] 

1 2
3 d 3

dZ (t) dZ (t)
V (t) V (t), S (t) S(t),

dt dt
      (10) 

для розширеного вектора стану 

T
д у п т т

с 1 2

V (t), F (t),V (t),V (t),F (t),
X(t)

V (t),S(t), Z (t), Z (t)
    
  


.     (11)   

Тоді для вектора управління 

 T
1 2U(t) U (t), U (t)


 

і вектора задаючих дій 

 T
3 3 3U (t) V (t),S (t)


 

матриці стану А і управління В мають такий ви-
гляд: 
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т с

m m

d d d

m m в
2 2 2 * 2

m п п m п п п

п п п п п

5 6 4

2 * 2
сс

с с с

s s

в в1- - 0 0 0 0 0 0
m m m 1 0C 0 -C 0 0 0 0 0 0 m

в R R в R в л 0 0- 0 0 0 - 0 0
I I I I I 0 0
0 0 0 -K -K 0 0 0 0 0 К

A 0 ;B= .0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0R в r

0 0 0 0 - - 0 0 0 0I I I
0 00 0 C 0 0 -C 0 0 0
0 0-1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 -1 0 0

  

За допомогою пакету програм Matlab побудовані динамічні характеристики відповідні трьом даним 
значенням - трьом радіусам розмотування.  

Для  початкового радіусу розмотування  пr 0,4м   

1r

3.4е 1 2.3е 4 1,1е 001 1,7е 004 5,0е 003 3,2е 000 1,6е 001 5,4е 000 1,1е 000
3.2е 6 0 3,2е 006 0 0 0 0 0 0
4.0е 1 1.7е 4 4.4 0 0 0 5.9е 2 0 0
5.5е 3 3.3е 1 1.3е 4 3.2е 1 5.7е 2 1.4е 5 8.8е 3 6.3е 3 3.0е 4

А 0 0 0 1.0 0 0 0 0 0

              
  
    

               


0 0 0 0 4.0е 2 5.6е 4 1.0е 1 0 0
0 0 1.0е 2 0 0 1.0е 2 0 0 0

1.0е 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1.0 0 0

    
  

 


. 

Для  середнього  радіусу розмотування  при сr 0,2594м.   

2r

3.4е 1 2.1е 4 1.7е 1 1.8е 4 6е 3 2.6 1.9е 1 6.1 1.1
3е 6 0 2е 6 0 0 0 0 0 0
4е 1 1.9е 4 5 0 0 0 6.7е 2 0 0
5.9е 3 4е 1 1.3е 4 3.1е 1 5.5е 2 1.5е 5 9.6е 3 6.8е 3 3е 4

0 0 0 1 0 0 0 0 0
А

0 0 0 0 3.7е 2 8.6e 4 5.5е 2 0 0
1

0 0 1е 2 0 0 0
1е 2

           
  
    

               


    





0 0

1е 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0

 


. 

Для  кінцевого  радіусу розмотування  при сr 0,1м       

3r

2.7е 1 1.4е 4 1е 1 1.5е 4 3.1е 3 1.2е 1 7.7е 1 4.9 2.4
1.7е 6 0 1.7е 6 0 0 0 0 0 0

4е 1 2.5е 4 5.6 0 0 0 7.5е 2 0 0
5е 3 8.5е 1 8.2е 3 1.9е 1 2.3е 2 4.5е 5 1.6е 4 1.3е 4 2.8е 4

А 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 3.1e 3 1.1e 4 8е 4 0 0
0 0 1е 2

            
  
    

               


    
 0 0 1е 2 0 0 0

1е 2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0

 
 



. 
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На рис. 2, а÷е, представлені перехідні проце-
си по приводному механізму для трьох радіусів 
розмотки.  

На  графіках введені такі позначення:   

1 – при початковому радіусі розмотування пr ;   
2 - при середньому радіусі розмотування  серr ;   

3 - при  кінцевому радіусі розмотування кr . 
 

  

а  

 
 
б  

 
в  

 
 г  

 
д  

 
е  

Рис. 2. Динамічні характеристики оптимальної аналогової двохмасової системи управління швидкістю  
обертання і натягом багатодвигуновим електроприводом папірообмотувальної  машини  

з урахуванням пружних елементів на приводний механізм 
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На рис. 2, а представлені динамічні характери-
стики швидкості зміни приводного двигуна. Стале 
значення швидкості рівне заданому значенню так, 
що в системі є астатизм. Час регулювання приблиз-
но близько від 0,5 до 0,8 с.  

На рис. 2, д представлені сили гальму, який мі-
стять достатньо високочастотні коливання, викли-
кані наявністю пружних елементів. На рис. 2, г по-
казані динамічні характеристики швидкості гальму-
вального механізму. Спочатку динамічні характери-
стики мають негативні значення, а потім – позитив-
ні, що пов'язане з прискоренням приводного механі-
зму і кружка стрічки.  Сталі значення швидкості 
гальмувального механізму рівні нулю. Динамічні 
характеристики швидкості з ходу стрічки  з кружка 
аналогічні перехідним процесам швидкості привод-
ного двигуна (рис. 2, а) і швидкості приводного ме-
ханізму (рис. 2, в).  

Проте в цих перехідних процесах відсутні ви-
сокочастотні складові. Це, пов'язано з демпфуючи-
ми властивостями кружка із стрічкою і ділянки із 
стрічкою.    

Динамічні характеристики (рис. 2, е) натягу  
спочатку мають позитивний характер, що пов'язане 
з прискоренням кружка із стрічкою. Стале значення 
натягу рівне нулю, оскільки на вхід регулятора на-
тягу подана нульова задаюча дія, причому стале 
значення натягу  рівне завданню. 

Висновки 
Виконаний синтез математичної моделі та по-

будовані динамічні характеристики оптимальної 
аналогової двохмасової системи управління швидкі-
стю обертання і натягом багатодвигуновим електро-
приводом папірообмотувальної машини з урахуван-
ням пружних елементів.  

 Проведений розрахунок динамічних характе-
ристик оптимальної  аналогової двохмасової систе-

ми управління швидкістю обертання і натягом бага-
тодвигуновим електроприводом папірообмотуваль-
ної  машини з урахуванням пружних елементів за 
напругою на приводний та гальмувальний механіз-
ми.  

Проведені дослідження динамічних характери-
стик для трьох радіусів розмотування у оптимальній 
аналоговій двомасовій системи управління з ураху-
ванням пружних елементів на приводний та гальму-
вальний механізми. Застосування астатичних опти-
мальних регуляторів дозволило отримати задовільні 
перехідні процеси в системі з часом регулювання 
близько 0,8 с.  
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ОПТИМАЛЬНАЯ АНАЛОГОВАЯ ДВУХМАССОВАЯ СИСТЕМА УПРАВЛЕНИЯ СКОРОСТЬЮ ВРАЩЕНИЯ 
И НАТЯЖЕНИЕМ МНОГОДВИГАТЕЛЬНЫМ ЭЛЕКТРОПРИВОДОМ БУМАГООБМОТОЧНОЙ МАШИНЫ  

С УЧЕТОМ УПРУГИХ ЭЛЕМЕНТОВ 
Л.Б. Курцева, С.Л. Ковальчук 

Проведены исследования динамических характеристик оптимальной аналоговой двухмассовой системы управле-
ния скоростью вращения и натяжением многодвигательным электроприводом бумагообмоточной машины с учетом 
упругих элементов на приводной и тормозной механизмы. 

Ключевые слова: бумагообмоточная машина, оптимальная двухмассовая система управления, приводной меха-
низм, тормозной механизм, динамические характеристики, интегральный квадратичный критерий, астатический оп-
тимальный регулятор. 

 
OPTIMUM ANALOG TWO-MASS CONTROL THE SYSTEM BY SPEED ROTATION AND PULL  

BY THE PAPER-LAPPING MACHINE MANY MOTOR ELECTRIC DRIVE  
TAKING INTO ACCOUNT RESILIENT ELEMENTS 

L.B. Kurtseva, S.L. Kovalchuk 
Investigations of the dynamic characteristics of the optimal analog two-mass speed control system of rotation and tension 

paper-lapping machine many motor electric drive takin based on the elastic elements of the drive and braking mechanisms. 
Keywords: paper-lapping machine, the optimal two-mass control system, drive mechanism, brakes, dynamic performance, 

integral quadratic criterion astatic optimal controller. 


