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В роботі розроблена методика визначення компонент рівняння Лагранжа для процесів механічної вза-
ємодії контактуючих тіл циліндричної та плоскої форми. Знайдений розподіл навантаження вздовж дуги 
нормального до осі перерізу циліндра площиною.  Складене рівняння Лагранжа для розглянутої взаємодії з 
урахуванням неголономної в’язі. 
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Вступ 
Схема контакту циліндр з площиною є най-

більш поширеним у транспортному, авіаційно-
космічному, будівельному та інших видах машино-
будівництва. Внаслідок дії неголономної сили тертя 
та наявності шорсткості  має місце зношування кон-
тактуючих поверхонь, що призводить до порушення 
ритму стандартної роботи машин та механізмів. 

Процес зміни форми зношуваних поверхонь 
залежить від циклічності навантаження, швидкості 
обертання, твердості, пластичності, втомлюваності 
матеріалів та багатьох інших факторів. Розробників 
виробів цікавить термін безвідмовної роботи техні-
ки, а також, момент початку зношування, яке приз-
веде до виходу їх з ладу. Для цього треба прогнозу-
вати та контролювати можливі зміни форми контак-
туючих поверхонь при умовах, які визначають вихід 
з ладу машин та механізмів під впливом неголоном-
них механічних в’язей, з використанням апарату 
аналітичної механіки.  

Аналіз останніх досліджень. Розвитку про-
блеми можливої зміни геометричної форми контак-
туючих поверхонь деталей  при дії неголономних 
в’язей приділялось багато уваги в наукових працях.  

В роботі [1] розглянуто питання руху важкого 
тіла обертання по абсолютно шорсткій поверхні, але 
в ній недостатньо уваги приділено процесу зміни 
форм контактуючих поверхонь при зануренні цилі-
ндра в матеріал, що має плоску поверхню, а також 
розподілу навантаження вздовж поверхні взаємодії.  

Фактори, що впливають на можливу зміну фо-
рми поверхонь контактуючих деталей, розглянуто в 
роботі [2]. В роботі [3] розв’язувалася  проблема 
взаємодії циліндричних та сферичних підшипників, 
що контактують  з матеріалом основи. 

Питання зміни форми циліндричних тіл в ре-
зультаті їх взаємодії з іншими поверхнями розгля-
нуте в роботі [4], проте недостатньо розглянуте пи-
тання відповідної зміни форми контактуючого тіла. 

Не в достатній мірі розглянуте питання визна-
чення розподілу навантаження по поверхні контак-
ту, а також знаходженню компонент рівняння Лаг-
ранжа в роботі [5]. 

Процес зношування поверхонь контактуючих 
тіл при екстремальних умовах розглянуто в роботі 
[6], однак слід більше висвітлити питання прогнозу-
вання та попередження виходу з ладу  машин та ме-
ханізмів. 

В роботі [7] виконана ідеалізація поверхні вза-
ємодії у вигляді точкового контакту, що можна ви-
користати при розв’язанні питань визначення зміни 
форми контактуючих поверхонь та визначенню ком-
понент рівняння Лагранжа при взаємодії циліндрич-
ного та плоского тіл, з урахуванням неголономної 
в’язі.  

Постановка задачі. Важливим виглядає ви-
рішення проблеми визначення компонент рівняння 
Лагранжа, що описує взаємодію циліндричного та 
плоского тіл при поступовому зношуванні їх кон-
тактуючих поверхонь. Під час цього процесу від-
бувається зміна форм  поверхонь дії неголономної 
в’язі. У зв’язку з цим виглядає доцільним визначи-
ти розподіл навантаження вздовж дуги перерізу 
нормальною до осі циліндра площиною та розро-
бити методику визначення компонент рівняння 
Лагранжа для процесів механічної взаємодії конта-
ктуючих тіл циліндричної та плоскої форми і скла-
сти рівняння Лагранжа для розглянутої взаємодії з 
урахуванням неголономної в’язі та у випадку її 
компенсації. 

Результати досліджень 
Розглянемо контакт спряження циліндричного 

тіла з плоским тілом при наявності шорсткості та 
неголономної в’язі (сили тертя). Циліндричне тіло 
притискає до поверхні плоского тіла сила наванта-
ження [8]. Під час обертання циліндра навколо своєї 
осі відбувається процес зношування контактуючих 
поверхонь при відповідній зміні їх форм.  
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Нехай вісь Oz  декартової системи координат 
Oxyz  напрямлена вздовж осі циліндра. 

На рис. 1 схематично показаний переріз цилін-
дричного тіла перпендикулярною до осі площиною. 
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Рис. 1.  Прив'язка проекції циліндра та поверхні  
плоского тіла на площину Оxy до прямокутної  

системи координат, де пряма AD відповідає рівню 
поверхні зразка, h – величина лінійного зносу,  
точка О – проекція осі ролика на площину Oxy 

 
Розподілене вздовж осі Оy навантаження P2 

знайдемо, як розв’язок інтегрального рівняння з 
крайовими умовами, записаними у вигляді такої 
системи:
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З третього  та четвертого рівнянь системи (1) 
знайдемо параметри a і b, тоді  
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Знайдемо ядро першого в системі інтегрально-
го рівняння у вигляді поданому в другому рівнянні 
системи: 
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Використовуючи формулу ядра P2(y)  і перше 
рівняння  системи (2) знайдемо навантаження P1: 
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Константу Р1 знайдемо , розв’язуючи таке рів-
няння:  
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Після відповідних перетворень рівняння (5) 
отримаємо. 
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Навантаження буде розподілено вздовж осі Oy 
за такою формулою: 
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При y = 0 отримаємо таке значення наванта-
ження: 
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При y=R навантаження P2(y) буде дорівнювати 
нулю, тобто  

 2P (R) 0 . (9) 

Для перевірки коректності отриманих залежнос-
тей знайдемо суму проекцій розподіленого вздовж осі 
Оy навантаження  при y >0 на вісь Ox. 
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Результати обчислення інтеграла (10) показу-
ють правильність методики знаходження ядра та 
розв’язання інтегрального рівняння з крайовими 
умовами. 

Знайдемо формулу розподілу навантаження 
вздовж осі Оy при y < 0, розв’язуючи систему  рів-
нянь у складі якої: інтегральне рівняння; дві крайові 
умови; функція, що задає ядро інтегрального рів-
няння, тобто 
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Ядро інтегрального рівняння, поданого в сис-
темі (11) другим після розв’язання аналогічного 
розв’язанню системи (1), матиме  вигляд: 
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Після підстановки ядра (12) в перше рівняння 
системи (11) отримаємо формулу розподілу наван-
таження вздовж осі Oy. 
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Для перевірки коректності отриманих залежно-
стей знайдемо суму проекцій розподіленого вздовж 
осі Oy навантаження при  y < 0 на вісь Оx.  
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Таким чином сума всіх проекцій розподіленого 
навантаження вздовж осі Oy на вісь Оx дорівнює Р0, 
причому навантаження в точці А (при y=0) будемо 
рахувати тільки один раз. 

Нормальну складову навантаження Pn(α) знай-
демо з прямокутного ΔАВС, зображеного на рис. 1: 
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Величину середнього навантаження знайдемо, 
враховуючи [8], за формулою  
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де  l – довжина дуги АM. 

Для обчислення середнього навантаження зро-
бимо заміни 

 
x R h R cos ,
y R sin .
   
 

 (17) 

Після перетворення формули (16), з урахуван-
ням замін (17), маємо таку залежність: 
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Відповідні алгебраїчні перетворення дають 
можливість отримати середнє значення наванта-
ження розподіленого вздовж дуги (ортогональ-
ного перерізу поверхні взаємодії площиною при 
y > 0). 
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Аналогічну формулу отримаємо для дуги взає-
модії, що відповідає значенням y < 0. 

Середнє значення навантаження Рс, розподіле-
ного вздовж всієї дуги взаємодії,  має такий  вигляд. 
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Розглянемо схематичний малюнок, на якому 
зображено дію основних сил в точці А, що належить 
контактуючим поверхням циліндра та плосплоского 
тіла. Циліндр обертається за годинниковою стріл-
кою зі швидкістю v.  

В точці А по вертикалі діють сила навантажен-
ня Р та протилежно напрямлена до неї сила реакції 
поверхні N (рис. 2). 

По горизонталі діють обертаюча сила F і сила, 
яка протидіє обертанню, неголономна в’язь Fтер.  
(сила тертя). 

При F=Fтер. маємо таке рівняння: 

 m P gradf ,  ω  (21)       

де f(x,y,z,t) = 0 – рівняння поверхні взаємодії двох 
тіл, щo залежить від часу взаємодії. 

При y = 0 отримаємо: 
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де h – величина лінійного зносу контактуючих по-
верхонь, а  
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Рис. 2. Схематичне розташування сил,  
що діють в точці А (визначальній точці  

взаємодії контактуючих поверхонь) 
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При F > Fтер.   і   F < Fтер. маємо наступне рівнян-
ня Лагранжа першого роду  з урахуванням неголо-
номної в’язі. 

 0 тер.m P gradf F F    ω . (24) 

Диференціальне рівняння (24) подамо утакому 
вигляді. 

 0m P gradf F kgradf
v

    
vω . (25) 

 Розв’язання диференційних рівнянь (21, 22, 24, 
25) дасть можливість знайти залежність зміни фор-
ми контактуючих поверхонь тіл циліндричної та 
плоскої форм від величини лінійного зносу та від 
часу взаємодії.  

Висновки 
1. Розроблена методика визначення компонент 

рівняння Лагранжа для процесів механічної взаємодії 
контактуючих тіл циліндричної та плоскої форми. 
 

2. Складене рівняння Лагранжа першого роду 
для розглянутої взаємодії з урахуванням неголоно-
мної в’язі сили тертя та у випадку її компенсації. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОМПОНЕНТ УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖА,  
КОТОРОЕ ОПИСЫВАЕТ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЦИЛИНДРА И ПЛОСКОСТИ 

О.А. Вишневский, О.С. Давыдов 
В работе разработана методика определения компонент уравнения Лагранжа для процессов механического взаи-

модействия контактирующих тел цилиндрической и плоской формы. Найденное распределение нагрузки вдоль дуги нор-
мального к оси сечения цилиндра плоскостью. Составлено уравнение Лагранжа для рассмотренного взаимодействия с 
учетом неголономной связи. 

Ключевые слова: аналитическая механика, распределение нагрузки вдоль дуги, неголономные механические связи. 
 

DETERMINING THE COMPONENTS OF LAGRANGE’S EQUATION  
WHICH DESCRIBES THE CYLINDER AND PLANE INTERACTION 

О.А. Vishnevskii, А.S. Davydov 
Method of determining Lagrange’s equation components for mechanical interaction of contacting bodies with cylindrical 

and plane shape. In this paper there was found the load distribution along the arc of section normal to axis and formed by cylin-
der and plane Lagrange’s equation for considered interaction was obtained taking into account nonholonomic connections. 

Keywords: analytical mechanics, load distribution along the arc, nonholonomic mechanical connections. 
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