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В результате исследования предложена модель внешнего магнитного поля источника. Данная модель 
является основой для разработки методов измерения и измерительных систем, предназначенных для изме-
рения параметров, пространственной конфигурации магнитного поля источника и его координат. Данная 
модель дает возможность описывать параметры поля в удобной системе координат (сферической, де-
картовой, цилиндрической), обеспечивает взаимосвязь параметров поля (напряженность, индукция, маг-
нитный момент, потенциал), учитывает геометрические свойства источника, обеспечивает возмож-
ность расчета параметров поля в любой точке пространства. 
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Введение 

Постановка проблемы. Решение большого 
круга научно-практических задач непосредственно 
связано с использованием измеренных значений 
таких магнитных величин, как напряженность маг-
нитного поля, магнитный поток и магнитный мо-
мент. Измерение указанных величин осуществляет-
ся с помощью соответствующих методов и средств 
измерения, и, безусловно, имеет в своей основе со-
ответствующее метрологическое обеспечение для 
средств измерения указанных физических величин. 

К основным параметрам внешних магнитных 
полей (ВМП), играющим основную роль при реше-
нии указанных задач в первую очередь относят на-
пряженность магнитного поля, создаваемую иссле-
дуемым объектом в области внешнего пространства, 
и магнитные моменты объекта, нормируемые для 
электрооборудования и материалов [1 – 3]. 

Электрооборудование и технические объекты, 
имеющие в своём составе различного рода техниче-
ские средства, рассматриваются как источники 
внешних магнитных полей, формирующие электро-
магнитную обстановку в области окружающего про-
странства и оказывающие нежелательное воздейст-
вие на функционирование других объектов, чувст-
вительных к влиянию магнитных полей.  

Кроме того, в ряде случаев магнитные поля 
оказываются определяющим фактором при решении 
вопросов, связанных с жизнеобеспечением персона-
ла, что также требует проведения соответствующих 
измерений.  

В связи с этим создание новых методов и 
средств измерений для обеспечения соответствую-
щих измерений в целом направлено на решение ак-
туальной проблемы – оценивание электромагнитной 
обстановки, формируемой работающим электрообо-

рудованием, что является неотъемлемым этапом 
решения проблемы электромагнитной совместимо-
сти силового и магниточувствительного оборудова-
ния, задачи экологического мониторинга и др. 

Эти задачи в первую очередь обуславливают 
необходимость разработки, выбора, обоснования 
модели внешнего магнитного поля и модели изме-
рения магнитных параметров в целом. При этом 
модель должна обладать следующими свойствами: 

– обеспечивать возможность расчета парамет-
ров поля в любой точке пространства; 

– обеспечивать взаимосвязь параметров поля 
(напряженность, потенциал, индукция и др.), учиты-
вать геометрические свойства, габаритные размеры 
источника; 

– давать возможность описывать параметры 
поля в удобной системе координат (сферической, 
декартовой, цилиндрической), в которой параметры 
можно представить в наиболее простом виде. 

Анализ последних достижений и публика-
ций. Для описания внешнего магнитного поля су-
ществует так называемый классический метод пред-
ставления, основанный на теории магнитного дипо-
ля, описывающий напряженность магнитного поля 
источника через параметры его эксцентричного эк-
вивалентного магнитного диполя, произвольно ори-
ентированного в пространстве, компоненты резуль-
тирующего дипольного магнитного момента источ-
ника поля, координаты эксцентричности магнитного 
диполя относительно начала принятой системы ко-
ординат.  

Для источника магнитного поля типа "черный 
ящик" эти параметры являются неизвестными вели-
чинами и по этой причине определить классическим 
методом полное значение напряженности магнитно-
го поля такого источника в заданных точках внеш-
него пространства весьма проблематично [4, 5].  
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Цель исследования: усовершенствование мет-
рологического обеспечения единства измерений 
параметров внешнего магнитного поля источника. 

Задачи исследования: 
1. Уточнить аналитическое представление 

внешнего магнитного поля источника. 
2. Предложить модель внешнего магнитного 

поля, которая учитывает геометрические свойства 
источника поля, позволяет описывать параметры 
поля в удобной системе координат, обеспечивает 
взаимосвязь параметров поля, позволяет рассчитать 
поле в любой точке пространства. 

3. Получить выражения, связывающие пара-
метры внешнего магнитного поля и являющиеся 
основой для разработки методов измерений пара-
метров внешнего магнитного поля. 

Результаты исследования 
Для решения подобных задач в качестве моде-

ли источника поля используется модель эксцен-
тричного наклонного магнитного диполя, полный 
магнитный потенциал которого источника описыва-
ется выражением (1): 

3
MrU
4 r




 ,                             (1) 

где   M  – магнитный момент источника ВМП; 
r  – расстояние до точки наблюдения. 
При измерении магнитных полей, создаваемых 

источниками в области внешнего пространства, т.е. 
на некотором удалении от источника поля, задача 
может быть сформулирована как анализ магнитного 
поля в конечной части  пространства свободного и 
от источников и от вихрей. Для такого поля спра-
ведливы уравнения Максвелла (2,3): 

rot H 0 ,                              (2) 

divB 0 .                              (3) 

Т.е. невихревое или потенциальное магнитное 
поле, может быть описано с помощью магнитного 
потенциала – скалярной величины. В этом случае из 
уравнения (2) получим выражение (4): 

H grad U  ,                             (4) 

где U  – потенциальный вектор, а вектор напряжен-
ности магнитного поля определяется как вектор, 
равный по величине и направленный противопо-
ложно градиенту потенциала. Подставляя это реше-
ние в выражение (3) получим выражение для опре-
деления магнитного потенциала U : 

divgrad U U 0   . 

Выражение (1) раскладываем в ряд по сфериче-
ским функциям и после соответствующих преобра-
зований представляем рядом (5) в виде суммы про-

странственных гармоник: 
n 1

n 1

1 1U
4 R





     
  

   
n

m
nm nm n

m 0
g cos m h sin m P cos


    ,      (5) 

где   R, ,   – сферические координаты; 

nm nmg ,h  – постоянные коэффициенты ряда, 
равные мультипольным магнитным моментам; 

 m
nP cos  – присоединённые функции Ле-

жандра; 
n  – порядковый номер сферической гармоники 

или мультиполя; 
m  – порядковый номер элементарного муль-

типоля n -го порядка. 
Полученный ряд соответствует положениям 

мультипольной теории ВМП, предложенной К. Га-
уссом [6]. 

Присоединённые функции Лежандра при 
m 0  равны полиномам Лежандра, которые в об-
щем виде могут быть описаны выражением (6): 

     
   

r n 2r
n n

r

2n 2r !
P x 1 x

2 r! n r ! n 2r !


 
 

 ,   (6) 

где x cos  , при этом суммирование должно про-
изводиться от нуля до n 2 , если n  – чётное число, 

и от нуля до  n 1 2 , если n – нечётное число. 
Выражение (1) описывается в декартовой сис-

теме координат уравнением (7): 

     

     

x 0 y 0 z 0
3

2 2 2 2
0 0 0

M x x M y y M z z
U

4 x x y y z z

    


        

,  (7) 

где                     0 0 0 0x R cos sin   , 

0 0 0 0y R sin sin   , 0 0 0z R cos  , 

x R cos sin   , y R sin sin   , z R cos  . 

Также полиномы Лежандра могут быть полу-
чены разложением в ряд функции (8): 

2

1

1 2xu u 
,                            (8) 

где                        x cos  ; 0R
u

R
 . 

Для переменной u  запишем выражение (9): 

  n
n2 n 0

1 P x u
1 2xu u






 
 .            (9) 

Общее решение уравнений Лапласа, где U  за-
висит от всех трёх координат, можно представить 
уравнением в сферических координатах (10): 
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2
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1 1 U 0.
r sin


 

 
                       (10) 

Полученное уравнение является линейным 
дифференциальным уравнением в частных произ-
водных второго порядка, и задача состоит в реше-
нии уравнения Лапласа, справедливого для области, 
ограниченной некоторой поверхностью, для которой 
заданы значения составляющих H (4).  

Уравнение (10) решается путём разделения пе-
ременных и ищется в виде: 

U F(r) F( , )    . 

Все решения уравнения Лапласа называются 
гармоническими функциями. Общее решение урав-
нения Лапласа в сферических координатах, которое 
может быть представлено функцией: 

n
n n

BU (r, , ) Ar
r

 
     

 
 

n
k

k k n
k 0

(C cos k D sin k )P (cos ),


            (11) 

называют сферической гармонической функцией 
или пространственной сферической функцией (или 
гармоникой) n  – го порядка. 

Функция вида (12): 
n

k
n k k n

k 0
F ( , ) (C cos k D sin k )P (cos )


         (12) 

называется поверхностной сферической функцией 
(или гармоникой) n -го порядка.  

Функции вида k
nP (cos )  представляет собой 

присоединённые функции Лежандра (или присоеди-
нённые сферические функции Лежандра), совпа-
дающие при k 0  с функциями Лежандра. 

Функции вида 
k k
n ncos k P (cos ), sin k P (cos )             (13) 

представляют собой частный вид сферических по-
верхностных функций, называемых мозаичными 
или тессеральными. 

Отметим, что любая поверхностная сфериче-
ская функция n -го порядка может бать выражена 
конечной суммой функций вида (13). 

Общее решение уравнений Лапласа в сфериче-
ских координатах представляется функцией (14): 

  n
n n 1

BU r, , Ar
r 

 
     

 
 

 
n

k
k k n

k 0
C cos k D sin k P (cos ).


            (14) 

Составляющие напряжённости поля в сфериче-
ской системе координат находятся дифференциро-
ванием потенциала (11) по соответствующей коор-
динате: 

R n 2
n 1

U 1 n 1H
R 4 R






 
   

   

   
n

m
nm nm n

m 0
g cos m h sin m P cos ,


        (15) 
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n 1

1 U 1 1H
R sin 4 R


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
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n
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g sin m h cos m ,
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
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n 1

1 U 1 1H
R 4 R






          
  

 
mn
n

nm nm
m 0

P (cos )
g cos m h sin m .



 
  

     (17) 

Основной вклад в результирующее ВМП на 
значительном от источника расстоянии вносит  
мультиполь первого порядка ряда – дипольная со-
ставляющая поля, напряжённость которой убывает с 
расстоянием пропорционально 3R . Таким образом, 
магнитное поле источника на значительных рас-
стояниях по сравнению с его габаритными размера-
ми имеет дипольный характер.  

Поэтому при контроле внешнего магнитного 
поля в первую очередь важно знать магнитные па-
раметры дипольного поля и, в конечном счёте, зна-
чения напряжённости дипольной составляющей 
магнитного поля в различных областях внешнего 
пространства. 

Компоненты напряженности первой простран-
ственной гармоники ВМП для заданной точки вне-
шнего пространства равны: 

R1 10 113

11

1 11 113

1 10 113

11

1H [g cos (g cos
4 R

h sin m )sin ];
1H (g sin h cos m );

4 R
1H [g sin (g cos

4 R
h sin m )cos ].





   

  

  


  

  

        (18) 

Коэффициенты 10g , 11g , 11h  мультиполя пер-
вого порядка равны компонентам дипольного маг-
нитного момента: 

10 z 11 x 11 yg M , g M , h M   . 
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Таким образом, по известным значениям ком-
понент x y zM , M ,M  могут быть определены напря-

жённость магнитного поля объекта в заданных точ-
ках окружающего пространства, а также картина 
распределения компонент напряжённости диполь-
ной составляющей поля, что значительно уменьшает 
объёмы компонентных измерений составляющих 
напряжённости в точках внешнего пространства. 

Предложенная модель внешнеого магнитного 
поля источника, представленная выражениями  
(1-18), позволяет разработать и применить точечные 
методы измерения дипольных магнитных моментов, 
основанные на измерении поля объекта в опреде-
лённых точках окружающего пространства – группе 
контрольных точек. Координаты точек наблюдения 
определяются по результатам анализа компонент 
напряженности дипольного поля (15-17). По резуль-
татам измерения определяются необходимые пара-
метры внешнеого магнитного поля объекта в задан-
ных областях внешнего пространства. 

Выводы 
1. Получены выражения, связывающие пара-

метры внешнего магнитного поля и являющиеся 
основой для разработки методов измерений пара-
метров внешнего магнитного поля. 

2. Предложенная модель представления внеш-
него магнитного поля источника обеспечивает воз-
можность расчета параметров поля в любой точке 
пространства; обеспечивает взаимосвязь параметров 
поля, учитывает геометрические свойства, габарит-
ные размеры источника; дает возможность описы-
вать параметры поля в удобной системе координат 
(сферической, декартовой, цилиндрической). 

3. Предложенная модель внешнего магнитного 
поля источника является основой для создания  
 

измерительных систем с так называемым точечным 
расположением датчиков, предназначенных для 
косвенного измерения величин компонент диполь-
ных магнитных моментов, а также магнитных мо-
ментов n -го порядка. 

4. Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при разработке методов и средств измерения 
параметров, пространственной конфигурации маг-
нитного поля источника, его координат, что необхо-
димо для решения ряда научно-практических задач. 
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РОЗРОБКА МОДЕЛІ ЗОВНІШНЬОГО МАГНІТНОГО ПОЛЯ  
ДЛЯ ВИМІРЮВАНЬ ЙОГО ПАРАМЕТРІВ, КОНФІГУРАЦІЇ І КООРДИНАТ ДЖЕРЕЛА 

Ракі Альравашдех 
В результаті дослідження запропонована модель зовнішнього магнітного поля джерела. Дана модель є основою 

для розробки методів вимірювання і вимірювальних систем, призначених для вимірювання параметрів, просторової 
конфігурації магнітного поля джерела і його координат. Дана модель дає можливість описувати параметри поля в 
зручній системі координат (сферичній, декартовій, циліндричній), забезпечує взаємозв'язок параметрів поля (напруже-
ність, індукція, магнітний момент, потенціал), враховує геометричні властивості джерела, забезпечує можливість 
розрахунку параметрів поля в будь-якій точці простору. 

Ключові слова: зовнішнє магнітне поле, напруженість магнітного поля, магнітний момент, модель, сферична га-
рмоніка. 

 
DEVELOPMENT MODEL EXTERNAL MAGNETIC FIELD 

TO MEASURE ITS PARAMETERS, CONFIGURATION, AND COORDINATES OF THE SOURCE 
Raqi Alrawashdeh 

The study proposed a model of the external magnetic field source. This model is the basis for the development of measure-
ment methods and measuring systems for measuring the parameters of the spatial configuration of the magnetic field source and 
its origin. This model makes it possible to describe the field parameters in a convenient coordinate system (spherical, Cartesian, 
cylindrical), provides a link field (voltage, induction, magnetic moment, potential), takes into account the geometrical properties 
of the source, allows the calculation of the parameters of the field at any point in space. 

Keywords: аn external magnetic field, the magnetic field, the magnetic moment, the model, the spherical harmonic. 


