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В статье предложен вариант стратегии комбинированной пеленгации источников шумового излуче-

ния (ИШИ), основанный на модифицированном унитарном методе Root-MUSIC и размножении выборки 
путем подмешивания псевдошума. Для уменьшения числа аномальных оценок (выбросов) в оценках угловых 
координат ИШИ унитарного метода Root-MUSIC при псевдошумовом размножении выборки используется 
метод формирования луча и анализ близости корней полинома к единичной окружности. Представлены 
результаты имитационного моделирования, подтверждающие повышение точности пеленгации ИШИ в 
области порогового отношения сигнал-шум и обучающей выборки ограниченного объема. 
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Введение 

Основой ряда современных методов спек-
трального анализа (СА), используемых при опреде-
лении параметров канала связи в системах радио-
связи с многими входами и многими выходами 
(MIMO-multiple input-multiple output)), системах 
радиомониторинга, радиолокации, а также ряда ме-
тодов обработки речи, изображений, методов стега-
нографии, кодирования, понижения шума в наблю-
дении (на изображении) является спектральное раз-
ложение корреляционной матрицы (КМ) наблюде-
ний или матрицы данных (МД). Оно реализуется 
посредством разложения по разложения по сингу-
лярным значениям (СИЗ) и сингулярным векторам 
(СИВ) МД  SVD (singular value decomposition) или 
собственным значениям (СЗ) и векторам (СВ) КМ 
наблюдений  EVD (eigenvalue decomposition) [1–3].  

В работе рассматривается применение методов 
СА со "сверхразрешением" для задачи оценивания 
направлений прихода (НП) радиоволн (оценивания 
угловых координат точечных источников излуче-
ния), которая представляет самостоятельный инте-
рес в радиолокации и является составной частью 
задачи определения параметров канала связи (chan-
nel sounding). 

К методам СА, основанным на использовании 
подпространств СВ (subspace-based), элементов 
функционального анализа относятся собственно-
структурные (СС) методы. При их реализации СЗ и 
СВ (СИЗ и СИВ) разбиваются на соответствующие 
подпространству сигнала (ППС) и подпространству 
шума (ППШ). Примерами являются методы Писа-
ренко, Min-Norm, MUSIC, Root–MUSIC, ESPRIT и 
другие [1].  

В условиях низкого отношения сигнал-шум 
(ОСШ) и малого объема выборки эффективность 

таких методов ограничивается наличием эффекта 
перетекания подпространств (subspace leakage) [1; 4], 
который обуславливает пороговый эффект (threshold 
effect), проявляющийся в резком увеличении средне-
квадратической ошибки (СКО) оценивания по мере 
уменьшения ОСШ (числа обучающих выборок) ниже 
некоторого порога. В таких условиях снижение эф-
фективности наблюдается и для методов обработки 
сигналов и изображений, использующих анализ глав-
ных компонент, факторный анализ и т.д. 

Повысить точность оценивания угловых коор-
динат источников излучения в условиях порогового 
ОСШ можно за счет использования стратегии со-
вместного оценивания (ССО) [5] (комбинированной 
пеленгации) источников излучения (ИИ)). В резуль-
тате вычисления нескольких методов СА (банка ме-
тодов) по одним и те же выборкам получают сово-
купность предварительных оценок НП сигналов ИИ. 
На основании этих оценок в соответствии с некото-
рым правилом получают окончательные оценки НП. 

В варианте ССО [6] в качестве элементов банка 
методов использовались модифицированный метод 
Root-MUSIC (который является результатом комби-
нирования Root-MUSIC с метода формирования лу-
ча (ФЛ) Бартлетта [1]) и модифицированные обоб-
щенные методы Min-Norm. Ограничение этого ва-
рианта ССО, заключающееся в том, что число мето-
дов банка ограничено числом антенных элементов, 
снято в псевдослучайной ССО, реализованной с ис-
пользованием пседослучайно взвешенного MUSIC 
[5]. При этом выполнялось размножение СВ выбо-
рочной КМ за счет их многократной рандомизации 
[7]. Обобщение [5], основанное на использовании 
метода ФЛ, представлено в [8]. 

Использование псевдовыборок наблюдений, 
формируемых подмешиванием псевдослучайного 
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шума к исходным данным (псевдошумового раз-
множения выборки (ПШРВ)), в рамках ССО пред-
ложено в [9]. При этом один метод СА вычисляется 
для некоторого числа псевдовыборок наблюдений, 
которое определяет размерность банка.  

Отметим, что добавление псевдошума исполь-
зуется для кодирования изображений, обнаружения 
сигналов и т.д. [8; 10]. Применение метода ФЛ при 
ПШРВ рассмотрено в [11]. Оно позволило умень-
шить число аномальных оценок.  

В случае центральносимметричных антенных 
решеток (АР) вычислительная сложность методов 
СА может быть уменьшена предварительным ли-
нейным преобразованием КМ наблюдений [12]. 
ССО с ПШРВ, основанные на использовании уни-
тарного ESPRIT и ESPRIT пространства лучей, 
предложены в [12] и [13].  

Вариант ССО с размножением СВ  и модифи-
цированным унитарным (МУ) методом Root-MUSIC 
(результата комбинирования унитарного метода 
Root-MUSIC с ФЛ [14]) предложен в [15]. Совмест-
ное использование ПШРВ и МУ метода Root-
MUSIC рассмотрено в [16]. В [17] предложена ССО, 
основанная на анализе расстояния корней Root-
MUSIC к единичной окружности комплексной пло-
скости (distance detection strategy – DDS). Аналогич-
ный подход применен в [18]. Представляет интерес 
обобщить результаты [18] применительно к унитар-
ному методу Root-MUSIC. 

Цель работы – повышение точности пеленга-
ции ИИ в условиях низкого ОСШ и малого объема 
выборки при использовании стратегии комбиниро-
ванной пеленгации (КП) ИИ за счет совместного 
использования модифицированного унитарного ме-
тода Root-MUSIC, псевдошумового размножения 
выборки, метода ФЛ, а также анализа близости кор-
ней полинома модифицированного унитарного ме-
тода Root-MUSIC к единичной окружности.  

Комбинированная пеленгация ИИ 

Модель данных для рассматриваемого случая 
приведена в [8]. Оценки НП сигналов ИИ унитар-
ным методом Root-MUSIC получают путем поиска 
корней полинома [1]: 

T 1 T H
urm n n

ˆ ˆP (z) (z ) (z) a UE E U a ,           (1) 

где , М  число элементов АР, 

 означает транспонирование, 

M 1 T(z) [1, z, , z ]a 
T( ) z exp( j )  , 

j -1 . 

Кроме того,  ,  – межэлемент-
ное расстояние,  – длина волны.  

2 dsin /    


d

Для АР с нечетным числом АЭ матрица  
имеет вид [12]: 
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Матрица  содержит M (  СВ ППШ 

вещественной выборочной КМ 
nÊ M V) 

H *1
u 2
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  матрица обмена, 

H
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I *( )   комплексное сопряже-

ние, H( )   эрмитово сопряжение. Кроме того, 

  выборочная КМ, 
N

n 1

(1 (

R X

, )]

H / N)

1 N(t

H n)ˆ (n)x x X

[ (t ),X x  x    M N  матрица данных,  N   

число снимков данных. Оценки НП сигналов опре-
деляются по  корням, которые находятся внутри 
единичной окружности на z-плоскости и имеют 
наибольший модуль ( ): 

V

vz , v 1, V

v v
ˆ arcsin(( / 2 d)arg(z ))    .                (3) 

Отбор сигнальных корней выполняется путем 
анализа величины спектральной функции (СФ) ме-
тода ФЛ в направлениях ’’кандидатов’’ ( M  оценок 
НП, связанных с  корнями полинома унитарного 
метода Root-MUSIC, лежащими внутри единичной 
окружности). СФ метода ФЛ имеет вид 

M

H
BF

ˆP (θ) (θ) (θ) a Ra .                       (4) 

Известные варианты ССО основаны на цензу-
рировании получаемых оценок НП сигналов. Для 
отсеивания аномальных оценок НП (выбросов)  ис-
пользуется гипотеза [9; 19]:  

H: Метод СА позволяет получить  оценок 
угловых координат ИИ в секторах локализации ис-

точников сигналов . 

V

cθ̂

Предложенный вариант ССО включает сле-
дующие шаги: 

Шаг 1. Оценить число источников , исполь-
зуя один из известных методов [1; 8]. 

V

Шаг 2. С помощью метода ФЛ определить сек-
тора (кластеры) локализации ИИ как  не перекры-
вающихся интервалов [9]: 

F

     c 1L 1R 2L 2R FL FR
ˆ , ,      θ    , , (5) 

где iL iR, , i 1, , F      левая и правая границы i -го 

сектора 
Шаг 3. Вычислить МУ метод Root-MUSIC и 

проверить гипотезу . Если гипотеза  выполня-
ется, то оценки НП этого метода  окончательные 
оценки НП.  

H H

Прервать алгоритм (т.е. перейти к шагу 6). Ес-
ли гипотеза H  не принята, то перейти к шагу 4. 
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Шаг 4. Сформировать пN  псевдовыборок до-

бавлением псевдошума с дисперсией  [9; 19] и 

получить 

2
z

пN  матриц данных i i Y X Z

K

i i )U Y Y U

, 

, где   матрица псевдошума [9]. Най-

ти оценки НП сигналов ИИ посредством  МУ 
методов Root-MUSIC на основании матриц СВ 

ППШ  КМ . 

Сохранить из 
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inÊ

iZ

iuR

п

H H( H
i

ˆ R̂Re( ) Re U U
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 сигнальные корни. Протестиро-

вать гипотезу  для каждого из 
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H

) Tˆ ]

пN  методов (для 
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та для любых   методов из 
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θ
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где  – упорядоченные оценки НП  

-го ( ) МУ метода Root-MUSIC с ПШРВ, 

 – медианное усреднение [9]. 
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l 1, ,L 
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Шаг 5. Если  не принята для всех H пN  мето-

дов, то провести анализ соответствия оценок НП 

каждого источника сектору  с использованием 

сигнальных корней, полученных на шаге 4. Ели 
оценки НП любых  ( 0 m

cθ̂

m V 

V 

) источников, по-

лученных  методами, попадают в , то оценить 

их угловые координаты с помощью (6). Оценки уг-
ловых координат остальных  источников оп-
ределяются из корней полиномов с наименьшим 

расстоянием 

L cθ̂

m

(i)
vẑ1- , где   корень i -

го метода, связанный с оценкой НП  -го ис-

точника [19]. 

, m v  V (i)
vẑ

θ̂(i)
v v

Шаг 6. Стоп. 
Следует отметить, что анализ пN  корней вы-

полняется для каждого из  источников.  V m
В ходе моделирования предполагалось, что на 

линейную эквидистантную АР из  элементов 
поступают сигналы двух равномощных некоррели-
рованных источников с угловыми координатами 

, .  

M 10

1 20  
2 25  

Для получения зависимостей СКО оценивания 
угловых координат ИШИ рассмотренными вариан-
тами ССО от ОСШ выполнялось  прогонов 
моделирования. Выборочные СКО усреднены по 
источникам [9; 11]. Число методов в банке 

G 1000

пN , 

N 10 , дисперсия псевдошума  [11]. 

Предполагалось, что . 

2
z 0.4 

2

V̂ V

На рис. 1 показаны зависимости СКО оценива-
ния угловых координат ИШИ от ОСШ унитарного 
метода Root-MUSIC (кривая 1), МУ метода Root-
MUSIC (кривая 2), варианта стратегии КП, постро-
енного на базе модифицированного МУ Root-
MUSIC с ПШРВ (обобщение результатов [11] на 
случай унитарного метода Root-MUSIC  кривая 4), 
предложенного варианта стратегии КП (кривая 3), 
варианта с DDS (кривая 5). ОСШ определялось как 

2 2
10 sSNR 10log ( / )   , где  и   дисперсия 

сигнала и шума, соответственно.  
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Рис. 1. СКО оценивания угловых координат ИШИ 

в зависимости от ОСШ 

Из анализа рис. 1 видно, что предложенный ва-
риант стратегии КП имеет лучшую пороговую эф-
фективность, чем унитарный метод Root-MUSIC. Он 
характеризуется меньшей СКО оценивания по срав-
нению с стратегией КП с DDS. Вариант ССО, осно-
ванный на обобщении [11] для унитарного Root-
MUSIC, по эффективности сравним с стратегией КП 
с DDS. Указанные тенденции характерны и при 
меньшем числе выборок.  

Выводы 

В работе для повышения эффективности оце-
нивания угловых координат источников излучения 
формируется банк оценок угловых координат ис-
точников излучения посредством использования 
модифицированного унитарного метода Root-
MUSIC и псевдошумового размножения выборки. 
Для уменьшения влияния аномальных оценок угло-
вых координат ИИ (выбросов) совместно с цензури-
рованием использована классификация корней по-
линома метода СА, основанная на их близости к 
единичной окружности на комплексной плоскости. 
Предложенный подход превосходит по эффективно-
сти вариант ССО, предложенный в [17]. Он может 
использоваться для временного СА, разрешения 
точечных источников на изображении.  

К направлениям дальнейших исследований 
можно отнести использование результатов [20; 21] 
по снижению шума наблюдения, обобщение резуль-

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2017/1
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татов на случай пространства лучей [8], оценивания 
параметров канала связи. 
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КОМБІНОВАНА ПЕЛЕНГАЦІЯ ДЖЕРЕЛ ШУМОВОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ  
З ВИКОРИСТАННЯМ ПСЕВДОШУМОВОГО РОЗМНОЖЕННЯ ВИБІРКИ  

В.І. Василишин 

В статті запропонований варіант стратегії комбінованої пеленгації джерел шумового випромінювання (ДШВ), ос-
нований на модифікованому унітарному методі Root-MUSIC та розмноженні вибірки шляхом підмішування псевдошуму. 
Для зменшення числа аномальних оцінок (викидів) в оцінках кутових координат ДШВ унітарного метода Root-MUSIC при 
псведошумовому розмноженні вибірки використовується метод формування променя та аналіз наближеності коренів 
полінома до одиничного кола. Представлені результати імітаційного моделювання, що підтверджують підвищення точ-
ності пеленгації ДШВ в області порогового відношення сигнал-шум та обмеженого об’єму навчаючої вибірки. 

Ключові слова: банк методів, власні значення, власні вектори, сингулярні значення, сингулярні вектори, просочу-
вання підпросторів, псевдо вибірка. 

COMBINED DIRECTION FINDING OF JAMMERS USING PSEUDO-NOISE RESAMPLING  

V.I. Vasylyshyn 

The strategy variant of combined direction finding of the jammers based on modified unitary Root-MUSIC method with re-
sampling by adding of pseudo-noise is proposed in the paper. The estimates of jammer angular coordinates of modified unitary 
Root-MUSIC when using pseudo-noise resampling are obtained with using the beamformer and analysis of closeness of polynomial 
roots to unit circumference in order to reduce the number of abnormal estimates (outliers). The improvement of accuracy of jammer 
direction finding in the area of threshold signal-to-noise ratio and limited volume of learning sample is confirmed by simulations. 

Keywords: estimator bank, eigenvalues, eigenvectors, singular values, singular vectors, subspace leakage, pseudosample. 
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