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Математичні моделі та методи 
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ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЁННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

Предложен способ управления интенсивностью отказов положительно определённых случайных вели-
чин с использованием функции эластичности по параметрам распределения, определённым как функции, 
выраженные с использованием его числовых характеристик. Для распределений экспоненциального типа, 
использованных в работе, получены оценки параметров методом моментов и методом максимума правдо-
подобия. Для решения уравнений метода максимума правдоподобия использован метод Ньютона. Для ис-
пользованных распределений приведены выражения функции эластичности, позволяющие управлять про-
цессом получения материалов с заданными свойствами. 
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Введение 

При управлении надежностью радиоэлектрон-
ных систем у конструктора есть три источника влия-
ния: элементная база, программные средства и архи-
тектура устройства. При управлении надёжностью 
механических систем у конструктора есть два пути 
повышения надёжности: изменение расчетной или 
кинематической схемы изделия и изменение в нуж-
ном направлении механических характеристик кон-
струкционных материалов. В предположении, что 
эти свойства суть случайные величины, зная связь 
между математическим ожиданием, среднеквадра-
тическим отклонением и параметрами закона рас-
пределения требуемого свойства можно, используя 
соответствующие технологические приёмы, полу-
чить их значения, необходимые для обеспечения 
требуемой надежности изделия. На это было обра-
щено внимание в работах [1…5]. 

Анализ литературы. Задача управления функ-
цией распределения была рассмотрена в работе [1]. 
Была выбрана система пропорционального управле-
ния, в которой величина управляющего воздействия 
была пропорциональна функции эластичности 
плотности распределения случайной величины по её 
числовым характеристикам – математическому ожи-
данию и среднеквадратическому отклонению. Пусть 
объектом управления будет известная функция рас-
пределения . Примем, что по условию зада-

чи известна в явном виде зависимость , где 

– вектор числовых характеристик данного рас-
пределения. Без ограничения общности предполо-
жим, что М=2. Предположим, что зависимость чи-
словых характеристик распределения: математиче-

ского ожидания m и  дисперсии σ2 от его параметров 

F(X; )

(M)  
M

1 , 2  известна и имеет вид:

1 2
2

1 2

m ( ,

( , ).

);   

    
    (1) 

Решая систему (1) в явном или численном  виде 
относительно 1 2,   получим выражения вида: 

2
1

2
2

ˆ u(m, );

ˆ v(m, ).

  

  
   (2) 

Тогда функция распределения  примет 

вид:  

F(X; )

F(X; )  1, 2F(x, , )  =  (3)F(x;u(m, 2 2), (m, )).  

Плотность распределения примет вид: 

f (X; )  1, 2f (x, , )  =  (4)f (x;u(m, 2 2), (m, )).  

Рассмотрим следующую задачу. Пусть началь-
ное значение вероятности безотказной работы равно 
величине 

1P (x) 1  1 1F (x;u(m , 2
1 1 1), (m , )).   2        (5) 

Для того чтобы увеличить вероятность безот-
казной работы до величины 

2P (x) 1  2 2F (x;u(m , 2 2
2 2 2), (m , ))        (6)

есть следующие, имеющие физический смысл, воз-
можности:  

– увеличить (уменьшить) математическое ожи-
дание лимитирующего свойства, то есть сделать так, 
чтобы выполнялось условие m2> m1 или m1< m2;  

– уменьшить среднеквадратическое отклонение
(дисперсию) лимитирующего свойства, то есть сде-

лать так, чтобы 2
1 > 2

2 ;
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– совместное применение каждого из этих под-
ходов.  

Примем, что нам известны: 
– плотность распределения случайной величи-

ны X и (или) её функция распределения, и числен-
ные значения параметров этих функций; 

– способы определения квантилей указанных
распределений;  

– технология, обеспечивающая изменение в
нужном направлении величины математического 
ожидания и среднеквадратического отклонения оп-
ределяющего свойства. 

Для дальнейшего рассмотрения задачи примем, 
что статистические свойства внешней, по отноше-
нию к изделию среды, в рамках решения данной 
задачи неизменны. 

Требуется определить величину управляющего 
воздействия (вектора приращения ΔM) для обеспе-
чения требуемого уровня надёжности. 

Для решения поставленной задачи воспользуем-
ся известными в теории автоматического управления 
[6] функциями чувствительности и функциями эла-
стичности, применяющимися при исследовании сис-
тем различной природы. Относительной чувстви-
тельностью или эластичностью  функции 

 по переменной x называют выражение вида: 
xE (y)

y(x)

x
dy x

E (y)
dx y

  .    (7) 

Эта величина показывает, на сколько процен-
тов изменится величина y, если величина x изменит-
ся на один процент [7]. Весьма важное место в тео-
рии надёжности отведено функции интенсивности 
отказов или функция риска, имеющий вид [13]: 

 
f (x)

(x)
1 F x

 


.       (8) 

Для наиболее распространённых в практике 
расчётов видов плотностей распределений в работе 
[8] приведены функции интенсивности отказов, ко-
торые в работе [9] проанализированы методом диф-
ференциального исчисления, а именно для них оп-
ределены области возрастания или убывания функ-
ций в зависимости от изменения параметров рас-
сматриваемых распределений. В работе [10] для 
плотности распределения выплаты страховых пре-
мий предложены функции вида: 

2 xf (x) x e   (9) 

и: 

 

x/b

2

x(x a)e
f (x)

b a 2b





,    0 x ,  b >0.   (10)   

Функция вида (9) не содержит параметров и 
поэтому не может быть использована в данной ра-
боте. Принимая её за основу, в работе рассмотрена 
функция вида: 

3
2 xf (x) x e ,

2


  ,      (11) 0  x 0.

В работе [11] показано, что математическое 
ожидание m распределения вида (10) имеет вид: 

2m 2b a 3b   ;        (12) 

дисперсия: 

 
 

2 2 2

2

2b 6b 6ab a
D

a 2b

 



.      (13) 

Соответственно среднеквадратическое откло-
нение: 

   2b
2 6b 6ab a

a 2b
   


2



.     (14) 

Связь между параметрами распределения и его 
числовыми характеристиками определена таким 
образом: 

 23m 3 m 2D    ;    (15) 

2 / 6 m / 3
a

m

  



;        (16) 

b / 6  .     (17) 

Цель работы. Разработка способа управления 
интенсивностью отказов положительно определён-
ных случайных величин с использованием функции 
эластичности по параметрам распределения, опре-
делённым как функции, выраженные с использова-
нием его числовых характеристик. 

Полученные результаты 

Рассмотрим применение предлагаемой методи-
ки на примерах функций плотностей вероятности 
вида (11) и (10). Рассмотрим интеграл вида: 

 x 2 23
2 x

0
0

e x 2 x 2
x e dx 1 1.

2 2




   
     (18) 

Следовательно, функция распределения веро-
ятности, соответствующая плотности вида (11), 
примет вид: 

 
 x 2 2x 3

2 x

0

e x 2 x
F x x e dx 1

2 2




   
  

2
. (19) 

Математическое ожидание для распределения 
вида (11) примет вид: 

3
3 x

0

3
m x e dx

2




. 
       (20) 

Второй начальный момент для распределения 
вида (11) примет вид: 

3
z4 x

2 2
0

12
x e dx .

2




  


   (21) 
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Дисперсию распределения вида (11) определим 
из условия: 

2 2
2 2

3
m    


;       (22) 

среднеквадратическое распределение этого распре-
деления: 

3
. 


  (23) 

B соответствии с условиями (8), (11), (19) 
функция интенсивности отказов для распределения 
вида (11) примет вид: 

3 2

2 2

x
(x)

x 2 x 2


 

   
.      (24) 

Из ограничений, указанных в условии (11), 
следует, что величина  (x) 0. 

Так как величина: 

 

 
3

22 2

2 x x 2d
0,

dx
x 2 x 2

  
 

   
     (25) 

то рассматриваемое распределение принадлежит к 
классу стареющих распределений по классификации, 
приведенной в работе [13]. В этой же работе показа-
но, что нижняя граница вероятности безотказной ра-
боты P(х) любого стареющего распределения со 
средним m может быть определена по условию: 

exp( x / m), x m;
P(x)

0, x m.

 
  

 (26) 

Используя условие (20), представим условие 
(26) в виде: 

exp( x / 3), x 3 / ;
P(x)

0, x 3 / .

  
   

  (27) 

Используя условия (7), (20) и (24) получим, 
что: 

 
2 2 2 2

2 x 2 2m(3x 2m)
E ( ) .

x 2 x 2 9x 6mx 2m


  
  

     
 (28) 

В тех случаях, когда оценку  величины ̂ 
требуется определить по выборочным данным, то 
следует использовать метод моментов или метод 
максимума правдоподобия. Для этого запишем фун-
кцию правдоподобия для плотности распределения 
вида (11): 

i
3n n

x2
in

i 1

L x e
2






  .    (29) 

Следовательно, логарифм этой функции при-
мет вид: 

n n

i
i 1 i 1

ln L 3n ln n ln 2 2ln x x .
 

      i       (30)

Далее получим следующее: 
n

i
i 1

d ln L 3n
x 0

d 
  

   .      (31) 

Откуда следует, что: 

n

i
i 1

3n

x


 


,    (32) 

следовательно, 

3
.

m
     (33) 

Сравнивая условия (20) и (33), приходим к вы-
воду, что для распределения вида (11) оценка его 
параметра, полученная методами моментов и мак-
симума правдоподобия, совпадают. 

Рассмотрим подробнее функцию вида (10). Так, 
как в работе [10] отсутствует функция рассматри-
ваемого распределения, то получим её: 

   

 

x

0

x/b x/b 2

F x f x dx

e be a 2b x x(a 2b) b(a 2b)
.

b(a 2b)



 

       



(34) 

Используя условия (8), (10) и (34) получим, что 
интенсивность отказов для данного распределения 
примет вид: 

   2

x(x a)
(x)

b x x a 2b b a 2b


 

     

.      (35) 

Из условий (10) и (35) следует, что (x) 0.   

Рассмотрим величину: 

22

d x(x 2b)

dx
x x(a 2b) b(a 2b)

 

     

.      (36) 

Так, как функция, определяемая условием (36), 
положительна, то это означает, что распределение 
вида (10) и (34) принадлежит к классу стареющих 
распределений. Следовательно, используя условия 
(12) и (26) определим нижнюю границу вероятности 
безотказной работы P(х) в таком виде: 

 2

x
exp( x / m) exp , x m;

P(x) 2b a 3b

0, x m.

  
          



(37) 

Для определения величины управляющих воз-
действий на величину математического ожидания, 
определяемого условием (12), используя условие (7) 
определим соответствующие эластичности: 

 a
a

E m
a 3b




;      (38) 

 b
2a 9b

E m
a 3b





.     (39) 

В том случае, когда параметры распределения 
вида (10) неизвестны, но для их определения дана 
выборка, состоящая из  наблюдений, 

то для получения оценок  и 

1 2 i nx , x ,...x ,...x

â b̂  параметров a и b 
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следует использовать метод максимума правдопо-
добия. Функция правдоподобия для распределения 
вида (10) примет вид: 

 

 

n n

i i i
i 1i 1

n2n

1
x x a exp x

b
L

b a 2b



 
   





 .  (40) 

Логарифм функции правдоподобия примет вид: 

 

n
i

i i
i 1

x
ln L ln x ln (x a)

b

2n ln b n a 2b .



      


    

 


  (41) 

Оценки  и â b̂  параметров a и b определяют в 
результате решения системы вида: 

 

   

n

i
i 1

n

i
i 1

n

i2
i 1

n x a n 1 2b
ln L

0;
a

a 2b x a

ln L 1 2n 2n
x 0

b a 2bb








  

      

   

 





 .
b





 (42) 

Решение системы (42) может быть получено, 
например, методом Ньютона в том виде, в котором 
он описан, например, в работе [12]. Для упрощения 
работы при составлении программной реализации 
указанного метода приведём необходимые соотно-
шения. Для решения системы вида: 

1 2

2 2

U (a, b 0;

U (a,b 0


 

  (43) 

относительно неизвестных следует определить мат-
рицу. Для системы (43) получим, что: 

1 2
ˆˆT(t , t ) T(a,b) .  (44) 

Тогда решение этих систем будем искать в ви-
де: 

  (p 1) (p) 1 p pT T W T U T   ,        (45)

где: 

1 1

2

2 2

1

U U

a b
W(T)

U U

a b

  
 
  
  

   


 .    (46) 

В качестве начальных приближений следует 
принять значения параметров распределений, полу-
ченных по методу моментов и заданных условиями 
(15) … (17). Для удобства дальнейших вычислений 
выпишем элементы матрицы: 

 

   

n n
2 2
i i

1 i 1 i 1
n

2 2
i

i 1

n x 2an x a n 1 4ab 4b
U

a
a 2b x a

 



     





 

 



2

;(47) 

 
1

2

U 2n

b a 2b




 
;        (48) 

 
2

2

U 2n

a a 2b




 
;        (49)  

 

n
2

i3
i 1

U 2 4n
x .

b 2 2

2n

b ba 2b


   

 
       (50) 

Выражения (47–50) позволяют упростить про-
цесс получения численных значений оценок, полу-
ченных методом правдоподобия, параметров рас-
пределения вида (10). Для расчета величины управ-
ляющих воздействий на функцию вида (35) полу-
чим, используя условия (7), (10), (35) выражения для 
соответствующих эластичностей: 

   
   

a 2

ab x 2b
E

x a x x(a 2b) b a 2b


 

      

;   (51) 

 
     

 

2

b

x a 6b 2b 2x a x x a
E

b 2b x

        


. (52) 

Функция эластичности отрицательна, 

следовательно, её увеличение уменьшает значение 
функции риска. Основания для подобной трактовки 
полученного результата приведены в работе [14]. Из 
условий (15) и (17) следует, что для того, чтобы рас-
сматриваемая задача имела для распределения вида 
(10) физический смысл, необходимо чтобы было 
выполнено условие: 

 bE 

 23 m 2D 0.    (53) 

Таким образом, из условий (15)…(17) следует, 
что изменение в желательном направлении среднего 
значения изучаемого свойства способствует повы-
шению надёжности изделия при выполнении огра-
ничений на его неоднородность. 

Выводы 

1. Предложен способ управления интенсивно-
стью отказов положительно определённых случай-
ных величин с использованием функции эластично-
сти по параметрам распределения, определённым 
как функции, выраженные с использованием его 
числовых характеристик. 

2. Для распределений экспоненциального типа,
использованным в работе, получены оценки пара-
метров методом моментов и методом максимума 
правдоподобия. 

3. Для решения уравнений метода максимума
правдоподобия использован метод Ньютона.  

4. Для использованных распределений приве-
дены выражения функции эластичности, позволяю-
щие управлять процессом получения материалов с 
заданными свойствами. 
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УПРАВЛІННЯ ІНТЕНСИВНІСТЮ ВІДМОВ  ДОДАТНО ОЗНАЧЕНИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН 

В.Ю. Дубницький, О.Є. Петренко 

Запропоновано спосіб управління інтенсивністю відмов  додатно означених випадкових величин  з використанням 
функції еластичності по параметрах розподілу, визначених як функції, що виражені з використанням його числових 
характеристик. Для розподілів експоненціального типу, використаних в роботі, отримані оцінки параметрів методом 
моментів і методом максимуму правдоподібності. Для вирішення рівнянь методу максимуму правдоподібності викори-
стано метод Ньютона. Для використаних розподілів приведені вирази функції еластичності, що дозволяють управляти 
процесом отримання матеріалів із заданими властивостями. 

Ключові слова: надійність, функції розподілу, еластичність, метод Ньютона, метод моментів, метод максиму-
му правдоподібності. 

MANAGEMENT FAILURE RATE OF POSITIVE DEFINITE RANDOM VARIABLES 

V. Dubnitskiy, O. Petrenko 

There is a method of control by denial intensity suggested that is positive determined random values with using of elasticity 
function by the distribution parameters. There are evaluation of parameters were redirected in the article for the exponential 
type parceling with using maximum likelihood method. For solving maximum likelihood method equation used the Newton 
method. There are the excretions of elasticity function shown. Those expressions let to control by proses of getting materials with 
adjusted properties. 

Keywords: security, parceling function elasticity, Newton method, maximum likelihood method. 




