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Математичні моделі та методи 
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НЕЧЁТКАЯ КЛАСТЕРИЗАЦИЯ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ С НЕРАВНОМЕРНЫМИ 
И АСИНХРОННЫМИ ТАКТАМИ КВАНТОВАНИЯ  

В статье предложен алгоритм нечеткой кластеризации временных рядов с неравномерным асинхрон-
ными тактами квантования (биомедицинские массивы наблюдений, сигналы цифрового видео, формирую-
щие дискретные двумерные поля и т.д.). Этот алгоритм характеризуется простотой вычислительной 
реализации, высокими аппроксимируемыми свойствами, быстродействием процесса обучения и предназна-
чен для решения широкого класса задач, в том числе, когда исходные данные имеют высокую размерность.  
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Введение 

Задача кластеризации временных рядов зани-
мает достаточно важное место в теории и практике 
Data Mining [1–3], а для ее решения к настоящему 
времени предложено множество алгоритмов. Вместе 
с тем, во множестве реальных приложений возни-
кают ситуации, когда стандартные методы оказы-
ваются либо неэффективными, либо вообще нерабо-
тоспособными. Здесь, прежде всего, следует отме-
тить задачи, когда формируемые кластеры взаимно 
перекрываются, что требует применения аппарата 
нечеткой кластеризации [4–5]. При этом следует 
помнить, что применяемость стандартных алгорит-
мов нечеткой кластеризации ограничивается эффек-
том «концентрации норм» [6], что позволяет обра-
батывать лишь достаточно короткие выборки. Си-
туация усложняется, если наблюдения поступают на 
не равностоящие моменты времени, что не позволя-
ет использовать метрики, применяемые в стандарт-
ном нечетком кластерном анализе. В связи с этим в 
[7] был предложен метод нечеткой кластеризации
коротких временных рядов с неравномерным тактом
квантования, в основе которого лежат так называе-
мое, PS-расстояние (Piecewise slope distance=PS
distance=STS distance=short time series distance) и
стандартный метод нечетких С-средних (FCM) Дж.
Бездека [5]. В [8] на основе PS-расстояния и проце-
дуры, введенной в [9], был предложен алгоритм не-
четкой кластеризации коротких временных рядов с
произвольными наблюдениями, а в [10] на основе
PS-расстояния и рекуррентных алгоритмов нечеткой
кластеризации [11–12] – online процедура нечеткой
кластеризации коротких временных рядов, являю-

щийся по сути нечеткой модификацией WTM-
правила самообучения Т. Кохонена [13]. 

Ситуация существенно усложняется, если 
квантование производится не только неравномерно, 
но и отличается для каждой из реализаций наблю-
даемого сигнала. Именно в этом случае на первый 
план выходит «концентрация норм», игнорирования 
которой не позволит получить приемлемое решение. 
В связи с этим представляется целесообразным рас-
пространение подхода, введенного в [7], на ситуа-
цию, когда информация на обработку подается в 
форме выборок с неравномерными и асинхронными 
тактами квантования.  

Оценка расстояния между  
реализациями временного ряда 

Пусть исходная информация задана в форме на-

бора выборок    i kx k  (здесь    i k 1, 2, , n k 

k

,k 1, 2, , N), 

номер определенного наблюдения в -й реализации, 
при этом каждая новая реализация может содержать 

разное число наблюдений  содер-

жащего 

 n k

N  последовательностей с неравномерным 
тактом квантования, подлежащих нечеткой кластери-
зации, при этом каждая выборка может быть представ-

лена в форме вектора   n k 1 

     1 2, x k ,x k k x  Заметим 

также, что каждое наблюдение 

   Tn k k .

  

..., x

i kx k

T

 наблюдается

в момент времени    ki k0 t 

 n kx R

. Понятно, что два 

вектора–выборки и  i k     n lx l R  при
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   n k n l

   i k i kt t 

 i kt const 

   i k i lt t 

 в принципе несравнимы. Неравномер-

ность же квантования означает то, что 
 т.е. 

. Кроме того, в общем случае 

. Рассматриваемая ситуация иллюстриру-

ется рис. 1, где проведены реализации 

       i 1 k i 1 k i 1 k i kt t t t       ,

          T1 2 n 1x 1 x 1 , x 1 ,..., x 1 ,

 
T

1 2 n kx(k) x (k), x (k),..., x (k))

и             , 
T

1 2 n Nx(N) x (N), x (N),..., x (N))

при этом в общем случае      1 1 1t 1 t k t N   и

           Nn 1 n k n Nt 1 t k t  .
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Рис. 1. Временные ряды с неравномерными асинхронными тактами квантования 
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Интервал наблюдения всего набора данных 
может быть задан в виде 

        1 1min 1 n n kt t min t k t T max t k       
.

Для оценки расстояния между выборками ис-
пользуем модифицированное PS-расстояние, осно-
ванное на представлении исследуемых рядов в виде 
кусочка линейных функций:  

     t t tx k a k b k t,     (1) 

где    i i 1t k t t k , 

 
           

   

     
   

i 1 ii k i 1 k
t

i 1 i

i 1 i
t

i 1 i

t k x k t k x k
a k ,

t k t k

x k x k
b k

t k t k

 








 




  

  (2) 

и фактически оценивающее отличие форм анализи-
руемых выборок. Соотношения (1–2) были исполь-

зованы в  7  для оценки расстояния между выбор-

ками с неравномерными тактами квантования, одна-
ко синхронизированными во времени. 

В случае же асинхронных выборок в рассмот-
рение можно ввести квазинаблюдения, полученные 
с помощью выражений (1–2). Так, возвращаясь к 
рис. 1, можно записать квазинаблюдения последова-

тельностью  x 1  и  x N  в момент времени  2t k  в

виде  

             

   
       

   

   
   
   

2 2 2

2

2

2t k t k t k

2 2 1 1
t k

2 1

2 1
t k

2 1

x̂ 1 a 1 b 1 t k

t 1 x 1 t 1 x 1
a 1 ,

t 1 t 1

x 1 x 1
b 1
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2

2

2t k t k t k

2 2 1 1
t k

2 1

2 1
t k

2 1

x̂ N a N b N t k

t N x N t N x N
a N

t N t N

x N x N
b N .

t N t N

  

 







 


,

,

 (4) 

Совершенно аналогично можно ввести квази-

наблюдения  на основании реальных наблюде-

ний рядов 

 x̂ k

     x x k 1 , x k 1 ,... 1 ,...,   ..., x N .  

В результате формируется общая временная 
шкала (нижняя ось рис. 1), содержащая 

моментов в случае 

полностью синхронизированных выборок и 

 точек, если моменты фиксации данных 

во всех рядах полностью не совпадают. 

     n 1 ... n k ... n N n    

 
N

k 1

n n k


 

На основе этой оси времени может быть сфор-
мирован набор из N  векторов-выборок-  

 ˆ ˆx 1 

 x k

 x N

        T1 2 i nˆ ˆ ˆx 1 , x 1 ,..., x 1 ,..., x 1 ,...,

      T1 i nˆ ˆ ˆ ˆx k ,..., x k ,..., x k ,...,

      T1 i nˆ ˆ ˆ ˆx N ,..., x N ,..., x N

имеющих одинаковую размерность , при этом 

в качестве компонентов этих векторов  могут 

быть как реальные наблюдения, так и квазинаблю-

дения типа 

n 1

ix̂


 k

 3  и  4 .  

Далее несложно ввести расстояние между лю-

быми двумя векторами  x̂ k  и  x̂ l  в виде  7 :

    
       

       

2
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2n 1

i 1
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ˆ ˆ ˆ ˆx k x k x l x l

t t t t
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,

t t

 

 

 

 



  
   

  

  
  

  





   (5) 

являющихся по сути стандартной эвклидовой мет-
рикой.  

На основании метрики  авторами  5  7  была

введена процедура нечетной кластеризации, являю-
щаяся несколько громоздкой модификацией алго-
ритма нечетных С-средних (FСМ) для обработки 
временных рядов с неравноотстоящими наблюде-

ниями, а в  10  – её online версия.

Как видно, компоненты выражения  явля-

ются по сути первыми разностями сигналов 

 5

 kix̂  и

 ix̂ l  или тангенсами углов наклона линейных

функций типа  1 , т.е. 

       i 1 i
i 1ˆ i 1

i 1

ˆ ˆx k x k
x k tg k ,

t


 



   


 

       i 1 i
i 1ˆ i 1

i 1

ˆ ˆx l x l
x l tg l

t


 



   


, 

при этом ряд, образованный первыми разностями, 
содержит не , а n n 1  наблюдение (квазинаблюде-

ние)     2 3 nˆk ,..., x k , ˆ ˆk , x x  или 

     n k

 ix̂ k ˆ

2 2tg k , tg  k ,..., tg . Поскольку в резуль-

тате операции взятия разностей из каждого ряда 
удаляется его среднее значение, для восстановления 
исходных рядов по их разностям необходимо до-
полнить разности любым из наблюдений исходных 

последовательностей, например, ,  и т.д. ix l
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Вводя далее в рассмотрение векторы   n 1 

          T2 3 n nˆ ˆ ˆ ˆx k x k , x k ,..., x k , x k   

          2 3 n n nˆ ˆ ˆ ˆ ˆx l x l , x l ,..., x (l), x l , x l    

, 

,
T



можно переписать метрику  5  в традиционной 

форме. 

         22
STS ˆ ˆd x k , x l x k x l   ,      (6) 

после чего использовать стандартную FCM-
процедуру. 

Нечёткая кластеризация  
временных рядов 

Задача кластеризации в рамках стандартного 
метода нечетных средних сводится к минимиза-
ции целевой функции:  

C 

      
N m 2FC

j j jj
k 1 j 1

E u k ,c u k x k c

 
     (7) 

при наличии ограничений  

   
m N

j
j 1 k 1

u k 1, 0 u k N
 

    j ,      (8) 

где  – уровень принадлежности вектора  ju k  x k

-му кластеру с прототипом-центроидом 

число кластеров, задаваемое 

априорно,  параметр фаззификации (фаззифи-

катор), определяющий «размытость» границ между 
кластерами, при этом  ведет к наиболее попу-

лярному алгоритму нечетной кластеризации Дж. 

Бездека 

j

jc , , m; m

1 

j 1,2,... 

2 

5 .

Эффективность подхода к кластеризации ко-
ротких временных рядов на основе критерия (7) бы-
ла подтверждена в [7], однако в рассматриваемой 
здесь задаче, когда общая длина обрабатываемых 

выборок  (в пределе ) может быть 

достаточно велика, начинает проявляться «концен-
трация норм», приводящая к неэффективности ис-
пользования этого критерия. Для преодоления этого 
негативного эффекта был предложен целый ряд аль-
тернативных (7) критериев, среди которых следует, 
прежде всего, отметить целевую функцию [14]: 

n  
N

k 1

n n k


 

    

     

N m
KH 2

j j j
k 1 j 1

22
j j

E u k ,c u k

1 u k x k c

 
  

  





  (9) 

с ограничениями (8). 

Здесь 0 1  

K

 – настраиваемый параметр, ус-
танавливающий компромисс между FCM и четким 
методом  средних. Авторами [14] был введен 
пакетный вариант минимизации (9), а в [15] его 
online версия.  

В [16] была введена процедура нечеткой кла-
стеризации со взвешиванием компонентов обраба-
тываемых данных. При этом используется целевая 
функция  

    

  

N m
KK

j j j
k 1 j 1

n 2t
ji i ji

i 1

E u k ,c u k

x k c



 



 

  









  (10) 

с дополнительным ограничением (кроме (8)): 
n

ji
i 1

1

  ,    (11) 

где ji  параметр взвешивания для каждого компо-

нента вектора  x k , параметр, имеющий 

смысл аналогичный фаззификатору и выбираемый 
эмпирически. 

t 0 

В 2013 г. Ф. Клавонн предложил авторам [17] в 
качестве целевой функции использовать «гибрид» 
(9) и (10) вида  

    

    

  

N m
FK

j j j
k 1 j 1

n 2
i ji

i 1

n 2t
ji ji

i 1

E u k ,c u k

x k c 1

x k c ,



 





 


    



   















   (12) 

обеспечивающий компромисс между стандартным 
FCM и процедурой  кластеризации со взвешиванием 
данных.  

В рассматриваемой здесь задаче мы предлагаем 
использовать целевую функцию:  

    

      

    

        t
j

N m
KB 2

j j j
k 1 j 1

n 2

i ji j
i 1

n N m2t 2
ji i ji j

i 1 k 1 j 1

2 2
j j j

E u k ,c u k

x k c 1 u k

x k c u k

x k c 1 u k x k c ,

 



  



  

    

     



     







 







  

  (13) 

где  

 j j1 j2 jn r jdiag , , , , 1.                (14)

Для минимизации (13) с учетом (14) введем в 
рассмотрение функцию Лагранжа  
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N m n 22
j j j j i ji

k 1 j 1 i 1

n
t 2

j ji i ji
i 1

m n

j ji
j 1 i 1

L u k ,c , u k x k c

1 u k x k c

1 ,

  



 

    

    

 
     

 

 



 

 



(здесь  – неопределенные множители Лагранжа) и 

систему уравнений Каруша-Куна-Таккера 

j

  
   

  

  

Nj j j t 1
j ji

ji k 1

2
i ji j

Nj j j
ji

j k 1

L u k ,c ,
1 u k t

x k c 0,

L u k ,c ,
1 0.







 
   



   



 

   














ji ,

   (15) 

Проводя цепочку очевидных преобразований:  

      
N 2t 1

j ji j i
k 1

1 t u k x k c
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jt 1
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в итоге получим  
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N t 12

j i jin
k 1
N 2l 1

j l jl
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1
,

u k x k c

u k x k c









 

 
 

 
 
  
 










      (16) 

откуда следует, что параметры ji  не зависят от  , 

т.е. взвешивание отдельных компонентов кластери-
зуемых векторов проводится по типу [16]. 

Для нахождения центроидов кластеров запи-
шем очевидное уравнение – 

  
 

      

  

KB Nj j 2
j

ji k 1

i ji j

t
ji i ji

E u k ,c
2 u k

c

x k c 1 u k

x k c 0,




  



    

   












   (17) 

откуда следует  

        

      

N
2 t
j j ji

k 1
ji N

2 t
j j

k 1

u k 1 u k x k

c

u k 1 u k





   



   








i

ji

.    (18) 

Несложно заметить, что при  приходим к 

стандартному FCM-алгоритму, а при 

1 

ji 1    к ал-

горитму , предложенному в [14]. 
Для учета ограничений (8) введем еще одну 

функцию Лагранжа  
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j
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k 1 j 1 i 1

n 2t
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(19) 

(здесь  k N   неопределенных множителей Ла-

гранжа) и систему Каруша-Куна-Таккера: 

    
     

     

    
   

t
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2j j
j j
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2
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j

j 1

L u k ,c , k
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1 x k c k 0,

L u k ,c , k
u k 1 0.
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 (20) 

Проводя аналогично предыдущему цепочку 
очевидных преобразований: 
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Несложно заметить, что соотношения (20) яв-
ляются обобщением алгоритмов нечеткой кластери-
зации, основанных на целевых функциях (7; 9–10; 
12), т.е. при соответствующем выборе свободных 
параметров превращаются в известные процедуры. 
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Рассмотрена задача нечетной кластеризации 
временных рядов с неравномерными и асинхронны-
ми тактами квантования. Предложена процедура 
фаззи-кластеризация, не подверженная «концентра-
ции норм» и являющаяся обобщением ряда извест-
ных алгоритмов вероятностной нечетной кластери-
зации. Введенная процедура может быть полезна 
при решении задач, возникающих в рамках Data 
Mining, когда исходные данные имеют высокую 
размерность. 

окончательно получаем процедуру нечетной клас-
сификации на основе критерия (13): 
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НЕЧІТКА КЛАСТЕРИЗАЦІЯ ЧАСОВИХ РЯДІВ  
З НЕРІВНОМІРНИМИ ТА АСИНХРОННИМИ ТАКТАМИ КВАНТУВАННЯ 

Є.В. Бодянський, О.А. Винокурова, Д.Д. Пелешко, І.О. Кобилін, О.А. Кобилін 

У статті запропоновано алгоритм нечіткої кластеризації часових рядів з нерівномірними асинхронними тактами 
квантування (біомедичні масиви спостережень, сигнали цифрового відео, формуючі дискретні двомірні поля и тощо). 
Цей алгоритм характеризується простотою обчислювальної реалізації, високими апроксимуючими властивостями, 
високою швидкістю процесами навчання та призначений для вирішення широкого класу задач, у тому числі, коли поча-
ткові дані мають високу розмірність. 

Ключові слова: нечітка кластеризація часових рядів, асинхронність, квантування, data mining, адаптивні проце-
дури навчання. online процедура нечіткої кластеризації. 

FUZZY CLUSTERING OF TIME SERIES WITH NON-UNIFORM  АND ASYNCHRONOUS QUANTIZATION  

Y. Bodyanskiy, O. Vynokurova, D. Peleshko, I. Kobylin, O. Kobylin 

In fuzzy clustering tasks of time series clustering, there are situations when the methods proposed earlier can not be used 
under conditions of processing uneven time series due to problems with the effect of "concentration of norms", as well as for the 
asynchrony in the realizations of the observed signal. To do this, in the article the authors proposed the algorithm for fuzzy clus-
tering of time series with non-uniformly-asynchronous quantization tacts, which can be successfully applied in biomedical obser-
vation arrays, digital video signals and more. To overcome the negative effect, alternative criterias were proposed, some of 
which are a trade-off between FCM and crisp K-medium method, the basis of which is the standard C-means modified method, 
for using in uneven and asynchronous quantization conditions, and a modified PS-distance based on the investigations series in 
the form of piecewise linear functions which is used to estimate the distance.  The article considers examples with rather large 
serious. This algorithm is characterized by the simplicity of the computational realization, high approximative properties, high 
speed of the learning process, and is designed to solve a wide range of problems, including situations when the initial data have 
a high dimension. 

Keywords: fuzzy time series clustering, asynchrony, quantization, data mining, adaptive learning procedure, online 
procedure for fuzzy clustering. 
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