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ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДУ АСИНХРОННИХ КЛІТИННИХ АВТОМАТІВ  
ПРИ ЗАСТОСУВАННІ В ЗАДАЧАХ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 

Робота присвячена питанням використання клітинно-автоматної моделі для дослідження деяких ба-
зових фізичних процесів. На прикладі моделювання процесів переносу тепла розглянуті основні підходи і за-
гальна методологія розробки клітинно-автоматних моделей. Показано, що дані моделі можуть стати 
альтернативою використанню класичних диференціальних рівнянь. Доведено, що модель у вигляді системи 
клітинних автоматів є досить зручним інструментальним засобом для дослідження нелінійних задач теп-
лопереносу і може описувати досить складну поведінку системи, незважаючи на простоту її опису. Роз-
глянуто типові задачі теорії теплопровідності та їх розв’язки методом клітинних автоматів. Здійснено 
аналіз точності обчислень КА-методом. Проведене порівняння швидкості обчислень для задачі Стефана за 
допомогою КА-методу та відомих сіткових методів.  
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Вступ 
На основі уявлень сучасної фізики, явища при-

роди взагалі і теплопровідності зокрема, можливо 
описати і дослідити на основі феноменологічного та 
статистичного методів. Феноменологічний метод 
опису процесу ігнорує мікроскопічну структуру ре-
човини і розглядає її як суцільне середовище (кон-
тинуум). Він дає можливість встановити деякі зага-
льні співвідношення між параметрами, що характе-
ризують досліджуване явище в цілому. 

Інший шлях вивчення фізичних явищ базується 
на дослідженні внутрішньої структури речовини. 
Середовище розглядається як деяка фізична систе-
ма, що складається з великої кількості мікрочасти-
нок з заданими властивостями та законами їх взає-
модії. Одержання макроскопічних характеристик по 
заданим мікроскопічним властивостям середовища 
складає основну задачу статистичного методу. 

Вивчення будь-якого фізичного явища зводить-
ся до встановлення залежності між величинами, що 
характеризують це явище. Для складних фізичних 
процесів, в яких основні величини можуть суттєво 
змінюватись в просторі і часі, встановити залежність 
між цими величинами дуже складно. В цих випад-
ках в нагоді стає метод математичної фізики, який 
виходить з того, що обмежується проміжок часу і з 
усього простору розглядається лише елементарний 
об’єм. Це дозволяє в межах елементарного об’єму та 
вибраного малого інтервалу часу, знехтувати змі-
ною деяких величин, що характеризують процес і 
суттєво спростити залежність між величинами.  

Постановка задачі. Чисельний розв’язок рів-
няння теплопровідності є темою для багатьох нау-
кових праць. В Еймс [1], К Мортон, Д. Купер [2] і 
Маєрс [3] пропонують математичне представлення 

різницевих скінченних методів. Купер [2] застосовує 
впровадження сучасних технологій до розвитку тео-
рії диференціальних рівнянь. Теоретичне дослі-
дження процесів теплообміну в даний час значною 
мірою базується на їх чисельному моделюванні з 
використанням ЕОМ [4]. 

Таким чином, розвиток чисельних методів ди-
ференціальних рівнянь знаходиться на високому 
рівні, але вибір їх різновидів для апроксимації того 
чи іншого фізичного процесу є неоднозначним [5]. 
Крім того, необхідний аналіз стійкості і збіжності 
отриманого розв’язку може призвести до вимушеної 
зміни схеми чисельного розв’язку і повторного про-
ведення розрахунків. А складні граничні умови, які 
часто зустрічаються при описі реальності, надають і 
без того громіздким розрахункам додаткової склад-
ності. Тому є актуальним саме пошук таких моде-
лей, які не являються спрощеним розв’язком дифе-
ренціальних рівнянь, а є їх альтернативою. Таким 
методом є метод клітинних автоматів (КА) [6]. Ме-
тою статті є визначення можливостей застосування 
клітинно-автоматного підходу в задачах теплопро-
відності, а токож оцінка точності та швидкості об-
числень при застосуванні побудованої КА-моделі.   

Огляд літератури. Великий внесок у розвиток 
методу КА був зроблений С. Вольфрамом. В [7] він 
широко аргументує, що досягнення в області клі-
тинних автоматів не є ізольованими, але досить 
стійкі і мають велике значення для всіх галузей нау-
ки. Ним було запропоновано 4 класи, на які можуть 
бути розділені всі клітинні автомати в залежності 
від типу їх еволюції. Такого роду визначення носять 
здебільшого якісний характер і їх можна по-різному 
інтерпретувати. Щодо тематики моделювання фазо-
утворення за допомогою клітинних автоматів, мож-
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на відзначити роботу [8], де наведені результати 
моделювання руху границь зерен, обумовленого 
мінімізацією збереженого обсягу енергії або ж кри-
визною. Також тут представлений приклад гібрид-
ної моделі, яка поєднує клітинні автомати з обчис-
лювальним описом дифузії і розчинення осаду при 
аномальному зростанні зерен. Крім того, можна від-
значити роботу [9], де з використанням клітинно-
автоматної моделі проводяться розрахунки фазового 
перетворення аустеніт-ферит у сталях. Дослідники 
описують правила переходу для початку та подаль-
шого зростання, з урахуванням внутрішніх змінних 
для кожної КА комірки. Була представлена якісна 
модель фазового переходу в рамках розвинених клі-
тинних автоматів і зроблений аналіз чутливості мо-
делі фазового перетворення аустеніту в ферит у мік-
ро масштабі. Можливість опису за допомогою клі-
тинних автоматів складних явищ і процесів дозволяє 
змоделювати не лише сам фазовий перехід в процесі 
кристалізації, а й ускладнити таку модель наявністю 
виникаючого при цьому концентраційного переохо-
лодження, що не було змодельоване в попередніх 
роботах. 

Опис КА моделі 

Клітинні автомати є дискретними динамічними 
системами. КА використовує множину змінних, які 
взаємодіють тільки локально і одноманітно. Вони 
відносяться до моделей, які явно зводять макроско-
пічні явища до точно визначених мікроскопічних 
процесів. Кожна комірка клітинно-автоматного поля 
містить значення декількох характеристик речови-
ни. Для нашого випадку це температура клітини Т; 
концентрація домішки С; внутрішня теплота Н, яка 
враховується при моделюванні фазових переходів та 
визначає відношення концентрації домішки у рідкій 
та твердій фазах. Стан клітини (значення характери-
стик) змінюється в залежності від стану сусідніх 
комірок. 

Процес моделювання асинхронним КА-
методом являє собою ітераційний цикл клітинно-
автоматних взаємодій. При цьому ми використовує-
мо асинхронну схему взаємодій клітинних автома-
тів. Дана схема передбачає циклічне виконання 
трьох типових кроків [10]: 

1. На клітинно-автоматному полі випадковим
чином вибирається деяка клітина і=1 з цілочисель-
ними координатами x1 , y1, z1. При цьому всі клітини 
є рівноймовірними щодо їх вибору. 

2. Випадковим рівноймовірним чином вибира-
ється деяка сусідня клітка і=2 з цілочисельними ко-
ординатами x2, y2, z2. В якості схеми сусідства. при-
йнято окіл Неймана, тобто для двовимірного випад-
ку у клітини є тільки чотири сусіда. 

3. Відбувається клітинно-автоматна взаємодія
між двома клітинами. 

Аналіз отриманих результатів 

Клітинно-автоматна взаємодія між 2 клітинами 
відбувається згідно системи рівнянь (1), що опису-
ють процес теплопровідності. Система ітераційних 
рівнянь отримана шляхом декомпозиції великої до-
сліджуваної системи на маленькі частинки (співроз-
мірні з клітинами КА). Таким чином, в результаті 
масових взаємодій маленьких частинок вся система 
прямує до стану рівноваги. 
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Тут і=1, 2 – значення індексу, що відповідає 
вибраній та сусідній клітині відповідно; T – темпе-
ратура; A – коефіцієнт температуропровідності; ƞ – 
коефіцієнт теплопровідності; q – питома теплоєм-
ність; ρ – питома густина; C – концентрація доміш-
ки; D – коефіцієнт дифузії домішки; нижніми індек-
сами S та L позначено відповідні параметри для тве-
рдої та рідкої фаз; Нпл – прихована теплота плавлен-
ня; Тпл(0) – температура плавлення при нульовій 
концентрації домішки; K0 – рівноважний коефіцієнт 
сегрегації домішки, tg(α) – тангенс кута нахилу кон-
центраційної залежності температури плавлення 
(крива Solidus).  

Для організації кількісних обчислень необхідно 
дати відповідь на питання, скільки слід провести 
клітинно-автоматних взаємодій, щоб отриманий 
температурний розподіл можна було б вважати 
розв’язком задачі в момент часу . Тому отримано 
залежність між часом однієї клітинно-автоматної 
взаємодії та розмірністю клітинно-автоматного поля 
[10]: 
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де t1KA – час однієї клітинно-автоматної взаємодії; 
Nx, Ny , Nz – розмірність клітинно-автоматого поля 
вздовж координати х, y та z відповідно; dx, dy та dz – 
розміри зразка вздовж координати х, y та z відпові-
дно.  

Розглянемо проблему точності розв’язку задач 
теплопровідності методом неперервних асинхрон-
них клітинних автоматів. Цілком очевидно, що, як і 
у випадку будь-яких інших чисельних методів, має 
місце залежність точності розв’язку від кількості 
клітин (вузлів), на які ділиться система.  

Для дослідження запропонованої КА-моделі (1) 
оберемо задачу для одновимірного однорідного зра-
зка [10]. При цьому коефіцієнт температуропровід-
ності приймемо рівним константі. Також припусти-
мо, що теплофізичні характеристики не залежать від 
температури. В такому випадку задача зводиться до 
розгляду теплопередачі через плоску нескінченну 
пластину або ізольований стержень.  

В результаті порівняння цього КА-методу з ві-
домим аналітичним розв’язком задачі, що розгляда-
ється [10], була отримана оцінка точності КА-
рішення. Похибка КА-методу обраховувалась відно-
сно точного розв’язку відповідно до формули для 
середньої абсолютної похибки ξ в процентах 
(MAPE): 

n i i

ii 1

Y Y1
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n Y


  


,      (3) 

де Y – точне значення;  – наближене значення.  Y
Як видно з рис. 1, точність рішення залежить 

від кількості комірок клітинно-автоматного поля, а 
для великих розмірностей КА-поля похибка не пе-
ревищує декількох процентів.  

Рис. 1. Залежність похибки КА-обчислень  
від кількості комірок 

Таким чином, кількість комірок КА-поля слід 
обирати з огляду на досягнення необхідної точності 
обчислень. Але, виходячи з аналізу рис. 1, збіль-
шення розмірності КА-поля буде сильно впливати 
на точність лиш при малій кількості комірок. При 
великій кількості її збільшення має невеликий вплив 
на точність, але час обчислень значно збільшується. 

Для дослідження запропонованої КА-моделі на 
стійкість та швидкість обчислень, оберемо більш 
складну задачу: нестаціонарну задачу теплопровід-
ності із врахуванням фазових переходів першого 
роду, так звану задачу Стефана. При розгляді таких 
процесів (плавлення або кристалізація) слід врахо-
вувати приховану теплоту плавлення матеріалу [11–
14]. Не враховуючи вплив концентрації домішки на 
температуру фазового переходу (Тпл=const), отрима-
ємо спрощену систему (1), в якій перше рівняння 
досліджено раніше, друге, сьоме, восьме не беремо 
до уваги, третє та четверте описують процес плав-
лення, а п’яте і шосте – процес кристалізації. У кла-
сичному варіанті задача теплопровідності з рухо-
мою межею розділу фаз – є задача промерзання во-
логого ґрунту. Для такої задачі теплопровідності 
було проведено порівняння запропонованого КА-
методу з відомими кінцево-різницевими (К-Р) мето-
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дами на предмет стійкості рішення і швидкості про-
ведення розрахунків при однаковій точності рішен-
ня при ідентичних системних параметрах, результа-
ти якого занесені в таблицю 1. Температурний роз-
поділ визначався для моменту часу t=1 c. Час обчис-
лення обирався середнім з 10 експериментів.  

Таблиця 1 
Порівняння КА-методу та методу  

кінцевих різниць 

М
ет
од

 

К
іл
ьк
іс
ть

 
ву
зл
ів

/ 
ко
м
ір
ок

, 
ш
т.

 

С
ті
йк
іс
ть

 

Т
ри
ва
лі
ст
ь 

об
чи
сл
ен
ня

, 
се
к.

 

КА метод 50˟10 + 0,27 

К-Р явна схема 50˟10 + 0,41 

К-Р неявна схема 50˟10 + 0,53 

КА метод 100˟10 + 1,19 

К-Р явна схема 100˟10 – – 

К-Р неявна схема 100˟10 + 2,11 

КА метод 500˟10 + 129,7 

К-Р явна схема 500˟10 – – 

К-Р неявна схема 500˟10 + 232,3 

Порівняльна характеристика отриманих ре-
зультатів дозволяє зробити висновок: незважаючи 
на те, що отримана схема запропонованої КА-моделі 
містить кількість комірок КА-поля рівну кількості 

вузлів сітки при кінцево-різницевих схемах, і темпе-
ратурні поля моделей мають хорошу відповідність, 
але при цьому швидкість обчислень КА-моделі при-
близно у 2 рази більша. Явна кінцево-різницева схе-
ма виявилась нестійкою. На відміну від цього, для 
КА-моделі закон збереження енергії виконується, 
що забезпечує її абсолютну стійкість. Це дає підста-
ви для проведення комп'ютерних експериментів на 
розробленій моделі по вирішенню різних задач теп-
лопровідності. 

Висновки 

У запропонованій роботі використовується ме-
тод неперервних клітинних автоматів. Як було пока-
зано раніше в [10], розрахувавши час однієї КА вза-
ємодії, можна відобразити не тільки якісну, але і 
кількісну сторону модельованого процесу. Це дає 
можливість визначити характеристики процесу в 
конкретні моменти часу.  

Завдяки своїй простоті й універсальності даний 
метод є гідною альтернативою раніше відомим кла-
сичним методам вирішення задач теплопровідності, 
а швидкість обчислень КА-моделі приблизно у 2 
рази більша ніж при використанні сіткових методів. 
У даній роботі представлено опис і дослідження 
результати застосування методу асинхронних клі-
тинних автоматів для моделювання процесу тепло-
провідності. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА АСИНХРОННЫХ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ  
В ЗАДАЧАХ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

Л.М. Шумиляк, В.В. Жихаревич, С.Э. Остапов 

Работа посвящена вопросам использования клеточно-автоматной модели для исследования некоторых базовых 
физических процессов. На примере моделирования процессов переноса тепла рассмотрены основные подходы и общая 
методология разработки клеточно-автоматных моделей. Показано, что данные модели могут стать альтернативой 
использованию классических дифференциальных уравнений. Доказано, что модель в виде системы клеточных автома-
тов является достаточно удобным инструментальным средством для исследования нелинейных задач теплопереноса и 
может описывать достаточно сложное поведение системы, несмотря на простоту ее описания. Рассмотрены типо-
вые задачи теории теплопроводности и их решения методом клеточных автоматов. Осуществлен анализ точности 
вычислений КА-методом. Проведено сравнение скорости вычислений для задачи Стефана с помощью КА-метода и 
известных сеточных методов. 

Ключевые слова: фазовый переход, клеточный автомат, теплопроводность. 

APPLICATION OF THE ASYNCHRONAL CELLULAR AUTOMATA METHOD 
 IN THE HEAT CONDUCTIVITY PROBLEMS INVESTIGATION 

L. Shumilyak, V. Zhikharevich, S. Ostapov 

It is well known that many physical properties of crystalline materials obtained by the method of directed crystallization 
are determined by the distribution of impurity in the melt and its ability to accumulate in the form of separate grains, cells etc. 
This occurs due to concentrated overcooling and leads to deterioration of the mechanical, electrical and physical properties of 
the material. It is one of the reasons for their fragility. A series of experiments is needed to investigate the optimal conditions for 
the growth of semiconductor materials with required properties. The time required is not always available, and the labor and 
material resources cost is rather high. Therefore, in recent years great attention is paid to the development of the technology of 
process simulation. 

The tasks of heterogeneous dynamical systems numerical simulation are very relevant today, since they allow observing the 
evolutionary patterns of such systems in real-time, especially when it comes to problems with nonlinear parameters of materials, 
complex boundary and initial conditions, phase transitions with moving limits, etc. In the vast majority of such cases, it is almost 
impossible to obtain analytical solutions, and classical based on difference schemes solution numerical methods may be unsta-
ble. The classical model of physical processes is based on differential equations. But practical application of it does not allow us 
to receive acceptable results. In real practical tasks it is often used in the simplest cases with a number of limitations and as-
sumptions. In this regard, alternative approaches are increasingly popular in recent years. Widely used imitation or agent mod-
els, where each agent can be attributed their own rules of conduct. The method of cellular automata (СA) is one of such simula-
tion approach. It provides not only a description of the physical properties of the material but also can provide for changes at the 
micro-level. In particular, heat transfer processes are naturally approximated by continuous models of cellular automata. Just 
creation of a qualitative model of the process, on the basis of computational experiments, allows to predict the properties of the 
resulting material. 

Cellular automata are the most effectively used to describe the behavior of a system the collective behavior of which is de-
termined by the local behavior of its constituent elements, when the system is highly heterogeneous, and averaging of variables 
throughout the system can hardly reflect its status adequately as a whole. Therefore, while modeling the melting process, accom-
panied by the first order phase transition, we chose the cellular automata technique.  

The work is devoted to the use of cellular automaton model for the study of some basic physical processes. The main ap-
proaches and the general methodology of the development of cellular automata models are considered on the example of heat 
transfer processes modeling. It is shown that these models can become an alternative to the use of classical differential equa-
tions. It is proved that the model in the form of a system of cellular automata equations is a very convenient tool for nonlinear 
heat transfer problems studying and can describe a rather complicated system behavior, despite the simplicity of its description. 
The typical problems of the thermal conductivity theory and their solving by the cellular automata method are considered. The 
analysis of accuracy of calculations by the CA-method was carried out. A comparison of the computational speed for the Stefan 
problem with the help of the CA-method and known net methods has been made. 

Keywords: phase transition, cellular automata, thermal conductivity. 
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