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Математичні моделі та методи 
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Харьковский учебно-научный институт ГВУЗ Университета банковского дела, Харьков 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ ИНТЕРВАЛОВ ПАРАМЕТРОВ  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ КРИЦКОГО – МЕНКЕЛЯ 

Для определения доверительных интервалов оценок параметров распределения Крицкого-Менкеля, по-
лучаемых методом максимального правдоподобия, предложена последовательность действий, состоящая 
из следующих этапов: составление системы уравнений метода максимума правдоподобия; выбор способа 
решения системы уравнений метода максимума правдоподобия; определение начального приближения сис-
темы уравнений метода максимума правдоподобия; решение системы уравнений метода максимума прав-
доподобия; определение элементов информационной матрицы Фишера; определение границ доверительных 
интервалов для полученных оценок параметров распределения Крицкого-Менкеля. Для решения систем 
уравнений метода максимума правдоподобия выбран метод Ньютона. Получение начального приближения 
выполнено по методике, использующей графоаналитический метод. Приведены выражения, необходимые 
для вычисления значений якобианов, входящих в процедуру решения полученной системы. Приведен способ 
получения информационной матрицы Фишера, необходимой для вычисления доверительных интервалов 
оценок параметров распределения Крицкого-Менкеля. Получены выражения, необходимые для вычисления 
значений гессианов, входящих в процедуру вычисления дисперсий полученных оценок параметров распреде-
ления Крицкого-Менкеля. Приведены выражения для определения доверительных интервалов распределения 
Крицкого-Менкеля. 

Ключевые слова: распределение Крицкого-Менкеля, метод максимума правдоподобия, оценки распре-
деления Крицкого-Менкеля, доверительные интервалы оценок распределения Крицкого-Менкеля. 

Введение 

При определении исходных данных, необходи-
мых для проведения гидрологических и водохозяй-
ственных расчетов, необходимо выполнить работы, 
связанные с обработкой данных многолетних на-
блюдений. Первая работа, в которой обработка этих 
данных была сделана с использованием статистиче-
ских методов, опубликована 103 года тому назад [1]. 

В настоящее время применение этих методов 
составляет неотъемлемую часть соответствующих 
нормативных документов [2]. Естественно, что за 
это время и статистические методы и способы вы-
числений существенно изменились. Как правило, 
результаты статистического анализа гидрологиче-
ских рядов используют при определении расчётных 
значений максимального (минимального) уровня 
паводка или грунтовых вод. Естественно, что уточ-
нение методов расчета этих характеристик имеет 
большое значение для рационального выбора пара-
метров проектируемых гидротехнических сооруже-
ний. 

Анализ литературы. Основным типом рас-
пределения, используемого в гидротехнических 
расчётах, служит трёхпараметрическое гамма-

распределение. В русскоязычной литературе оно 
представлено в работе [3]: 

     1f (x) x c exp x c



   
 

 x c ;  .  (1)

В условии (1) принято, что  – параметр мас-
штаба, (λ>0); a – параметр формы, (a>0); с – пара-
метр смещения. 



В англоязычной литературе, например, в рабо-
те [4], его принято представлять в виде: 

    1x exp x /
f (x)

( )





    


  


; 

0, 0, x      .    (2) 

Здесь и далее     – гамма-функция Эйлера от 

аргумента, стоящего в круглых скобках. 
В литературе по гидротехническим расчётам 

[5] это же распределение представлено в виде: 
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x 0.                                    (3) 
В задачах по оценке надёжности технических 

систем, в том числе ядерных энергетических устано-
вок [6], это же распределение представлено в виде: 

 

b 1
cx

exp
x a

f (x) .
a a

 
             

   (4) 

Общее для условий (2–4) то, что все эти рас-
пределения трёхпараметрические. Распределение 
Крицкого-Менкеля, используемое в гидротехнике – 
это вариант трёхпараметрического гамма-
распределения, впервые введенное в работе [7]. В 
данном сообщении распределение Крицкого-
Менкеля будет использовано в виде, приведенном в 
работе [8, С. 41]: 

 
 

   1 b b 1
b

f k exp k g k
g b


 


        

.  (5) 

В условии (5), в соответствии с традициями, 
принятыми в гидротехнических расчётах, вместо 
переменной x введена переменная: 

k = x x ;                                  (6) 

где x  – среднее значение исходной выборки 
X=x1,…xi,…xn.  

Оценивание параметров распределения Криц-
кого-Менкеля имеет свои особенности, рассмотрен-
ные далее. Алгоритм и программа оценивания пара-
метров распределения вида (1) по методу моментов 
описана в работе [10, С. 8]. В работе [11, С. 12] для 
преобразованной по условию (6) выборки приведе-
ны выражения для коэффициентов изменчивости 
(вариации) Cν и асимметрии Cs: 
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При подготовке документов [2] и [11] стало яс-
но, что погрешность вычисления величин Cν и Cs 
существенно зависит от объёма имеющейся выбор-
ки. Это явление было исследовано подробно в рабо-
тах [12–13] и в данном сообщении не рассматрива-
ется. Определение параметров описанных распреде-
лений также имеет свои особенности. В работе [8] 
описана наиболее распространённая в гидротехни-
ческих расчётах методика определения параметров 
распределений Крицкого-Менкеля и состоящая в 
следующем. По вычисленным по выражениям (7–8) 
величинам Cν и Cs параметры распределения опре-
деляют по специальным графикам и таблицам. При-
менение метода максимума правдоподобия, основы 
которого изложены в работе [14], усложнено тем, 

мендации по выбору начального приближения по-
лучаемой системы уравнений. Также в рассмотрен-
ной литературе отсутствуют рекомендации по опре-
делению доверительных интервалов для получае-
мых оценок. Это обстоятельство существенно сужа-
ет эффективность применение метода максимума 
правдоподобия для получения оценок параметров 
распределения Крицкого-Менкеля. 

Постановка задачи. Разработк

что в рассмотренной литературе отсутствуют реко-

а рекомендаций 
по о

П остав-
ленн

емы уравнений метода 

ния системы уравнений 

иближения сис-

элементов информационной 

е доверительных интервалов для 

 уравнений метода 
макс

пределению доверительных интервалов оценок 
параметров распределения Крицкого-Менкеля, по-
лучаемых методом максимального правдоподобия. 

1. Полученные результаты

оследовательность этапов решения п
ой задачи в соответствии с работой [15, С. 228, 

400] принята следующей: 
 составление сист

максимума правдоподобия; 
 выбор способа реше

метода максимума правдоподобия; 
 определение начального пр

темы уравнений метода максимума правдоподобия; 
 решение системы уравнений метода макси-

мума правдоподобия; 
 определение 

матрицы Фишера; 
 определени

полученных оценок параметров распределения 
Крицкого-Менкеля. 

Составление системы
имума правдоподобия. Функция правдоподо-

бия для распределения Крицкого-Менкеля, пред-
ставленного условием (5), примет вид: 
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 – логарифм функции правдоподобия L при-
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Система уравнений метода максимума правдо-
подобия для условия (10) примет вид: 
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В условии (11) принято, что дигамма-функция 

Её свойства и способы вычисления 

рассмотрены в работе [16]. 
Выбор способа решения системы уравнений 

метода максимума правдоподобия. Конеч
работы
пара
тельные интерв

да максимума правдопо-
доби

 ( ) ln     . 

ная цель 
 – определение доверительных интервалов

метров α, b, g распределения вида (5). Довери-
алы параметров распределения вида 

(5) при использовании мето
я определяют из выражений вида: 

2 2ˆ ˆK ( ) K ( )            ;       (14) 

2 2ˆ ˆb K (b) b b K (b)       ;        (15) 

2 2ˆ ˆg K (g) g g K (g)       .     (16) 

В условиях (14–16) принято, что символ  ̂
означает оценку соответствующей перем
торая служит одним из корней системы (1 2

означает дисперсию соответствующего
распределения (5). Kα – квантиль двусто
верительной
σ2(b)

=

енной, ко-
1–13). σ () 

 параметра 
ронней до-

2(α),  вероятности уровня α. Величины σ
, σ2(g) определяют как элементы главной диа-

гонали матрицы, обратной умноженному на «–1» 
гессиана выражения (10): 
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.    (17) 

Так как для получения численного значения 
условия (17) необходимо знание вторых производ-
ных функции , то для решения системы уравнений 
(11–13) выбран метод Ньютона, для использования 

которого необходимо знание первых производных 
функции .  

Определение начального приближения сис-
темы уравнений метода максимума правд
бия. етод Ньютона решения систем нели
уравнений относится к итерационным методам по-
иска решений. Успешное применение этих методов 
в значительной мере зависит от удачно выбранного 
нача

, 

 оподо-
М нейных 

льного, нулевого, приближения. Для его полу-
чения использованы таблицы зависимости парамет-
ров α, b, g распределения вида (5) от величин вида 
(7) и (8). Наиболее полные таблицы приведены в 
работе [17], также можно использовать таблицы, 
помещённые в работах [8–9]. То есть начальными 
значениями (нулевым приближением) при выполне-
нии дальнейших вычислений приняты величины 
α0 = αтабл., b0 = bтабл., g0 = gтабл. Нижний индекс озна-
чает, что эти параметры определены по указанным 
таблицам. 

Решение системы уравнений метода макси-
мума правдоподобия методом Ньютона. Отметим, 
что в процессе дальнейших вычислений потребуется 
знание значений гамма-функции, дигамма-функции 
и тригамма-функции. Формулы для вычисления их 
значений приведены в работе [16]. 
Значения гамма-функции определяли по условию: 

   1/2z 1/2

2 3 4

exp( z) z 2

1 1 139 571
1 .

12z 288z 51840z 2488320z

      

 
     
 

   (18) 

Значения дигамма-функции определяли по ус-
ловию: 

   

2 4 6

d
z ln z

dz
1 1 1 1

ln z .
2z 12z 120z 252z

     

    
 (19) 

Значения тригамма-функции определяли по ус-
ловию: 

  d
z

dz

  
2 3 5 7 9

.(20)
1 1 1 1 1 1

z 2z 6z 30z 42z 30z
    

поль

.

В свою очередь: 

Для решения системы уравнений (11–13) ис-
зован метод Ньютона в виде, описанном в рабо-

те [18]: 
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. (22) 

Якобиан (22) вычислен при условии, 
α = α(p), b = b(p), g = g(p), p = 0,1,2... При p = 0 принято, 
что α0 = αтабл., b0 = bтабл., g0 = gтабл.. Выражения для 
частных производных, входящих в условие (22), 
приведены ниже: 
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В свою очередь: 
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Далее получим следующее выражение: 
n
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(b 1)/b 1/b i 1
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lng ln k
V n

g k
g b b b g
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Третью строку якобиана (22) представим в ви-
де: 
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Результатом вычислительного процесса, вы-
полненного по условиям (21–34), будут корни сис-

темы (11–13), то есть, величины ̂ , b̂ , ĝ , знание 

ия величины которых необходимо для определен
доверительных интервалов распределения Крицко-
го-Менкеля. 

Определение элементов информационной 
матрицы Фишера. Основными элементам
ходимыми для вычисления доверительных
лов оценок параметров распределения, в нашем слу-
чае будут значения составляющих гессиана, приве-
денного в условии (22): 

и, необ-
 интерва-
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Особенности вычисления величин А и В указа-
ны в условиях (28) и (29). Входящую в выражение 
(38) величину D определяют по условию: 
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D
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Выражение вида: 

   
2 n
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i2 3
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g k E H ln g G

b g g b

 



  
  

  

Для входящих в условие (40) величин E, H, и G 
получены следующие выражения:  

 . (40) 
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Таким образом, условия (35–44) с исполь

нием условий (22), (14–16) при a= , b=

2 2g bg
 


 (44) 

зова-

̂ b̂ , g= по

звол
кого-Менкеля

Выводы 

1. Для определения доверительных интер
лов оценок параметров распределения Крицко
Менкеля, получаемых методом макс
правдоподобия, предложена последовательность
действий, состоящая из следующих этапов: соста
ление системы уравнений метода максимума
доподобия; выбор способа решения системы 
нений метода максимума правдоподобия; опре

й системы. 

5. Получены выражения, необходимые для

енкеля. 
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метода максимума правдоподобия; решение систе-
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Фишера; определение границ доверительных интер-
валов для полученных оценок параметров распреде-
ления Крицкого-Менкеля. 

2. Для решения систем уравнений метода мак-
симума правдоподобия выбран метод Ньютона. По-
лучение начального приближения выполнено по 
методике, использующей графоаналитический ме-
тод. 

3. Приведены выражения, необходимые для
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6. Приведены выражения для определения до-
верительных интервалов распределения Крицкого-
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ЧЕННЯ ДОВІРЧИХ ІНТЕРВАЛІВ ПАРАМ ІЛУ КРИЦЬКОГО-МЕНКЕЛЯ 

.Ю. Дубницький, О.Є. П

 оцінок параметрів , які отримано методом мак-
поновано послідовність дій,  

  розв’яз с-
 м зв’язання системи 
 ел ійної матриці Фішера; визначення меж 

ля отриманих оцінок параметрів розпо ілу Крицького-Менкеля. Для розв’язання системи рівнянь 
 обрано метод Ньютона ння виконано згідно з 
налітичний метод. Нав ї системи. Наведено  

посі отримання інформаційної матриці Фішера, необхідної для обчислення довірчих інтервалів оцінок параметрів 
озподілу Крицького-Менкеля. Отримано вирази, необхідні для визначення значень гессіанів,  необхідних для обчислення 
исперсій  інтер-
валів розп
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solving the resulting system are given. The method for 
btaining the Fisher information matrix is given. This method is necessary for calculating the confidence intervals for estimates 
f t n 

the re 
obtained. The expressions for the determina tion of Kritsky-Menckel are given. 
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ВИЗНА ЕТРІВ РОЗПОД

В етренко, О.І. Ходирєв 

Для визначення довірчих інтервалів
симуму правдоподібності, запро

розподілу Крицького-Менкеля
яка містить наступні етапи: складання системи рівнянь
ання системи рівнянь методу максимуму правдоподібно
етоду максимуму правдоподібності; ро

методу максимуму правдоподібності; вибір способу
ті; визначення початкового наближення системи рівнянь
рівнянь методу максимуму правдоподібності; визначення

лів д
ементів інформац

довірчих інтерва
методу максимум

д
у правдоподібності

методикою, що використовує графоа
. Отримання початкового наближе

едено процедуру розв’язання отримано
с
р

б 

д  отриманих оцінок параметрів розподілу Крицького-Менкеля. Наведено вирази для визначення довірчих
оділу Крицького-Менкеля. 

ького-Менкеля, метод максимуму правдоподібн
еля, довірчі інтервали оцінок розподілу Крицького-Менкеля. 

DETERMINATION OF CONFIDENCE INTERVALS OF KRITSKY-MENCKEL DISTRIBUTION PARAMETERS 

V. Dubnitskiy, O. Petrenko, A. Khodyrev 

For determining of the confidence intervals of the Kritsky-Menckel distribution parameters estimates which obtained by the 
maximum likelihood method, a sequence of actions is proposed. The sequence consists of the following stages: construction of 
the equations system for the maximum likelihood method; choice of the method for solving the system of equations of the maxi-
mum likelihood method; determination of the initial approximation for the system of equations of the maximum likelihood 
method; the solution of the system of equations of the maximum likelihood method; the definition of elements of the Fisher infor-
mation matrix; the determination of the confidence intervals boundaries for the obtained estimates of the Kritsky-Menckel distri-
bution parameters. To solve the systems of equations of the maximum likelihood method, Newton's method was chosen. The ini-
tial approximation was obtained by the technique of using the graphoanalytical method. The necessary expressions for 
calculating the values of Jacobeans that entered the procedure of 
o
o he Kritsky-Menckel distribution parameters. The expressions necessary for calculating the values of the Hessians involved i

 procedure for calculating the variances of the obtained estimates of the Kritsky-Menckel distribution parameters a
tion of confidence intervals for the distribu

Keywords: Kritsky-Menckel distribution, maximum likelihood method, estimates of the Kritsky-Menckel distribution, 
confidence intervals for the estimates of the Kricki-Menckel distribution. 




