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УЗАГАЛЬНЕНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗАДАЧІ ПОКРИТТЯ ОБЛАСТІ 
ІДЕНТИЧНИМИ КОЛАМИ ТА ЇЇ ОСНОВНІ РЕАЛІЗАЦІЇ 

Розглянуто задачу покриття довільної області ідентичними колами. На основі формалізації критеріїв 
повноти покриття побудовано узагальнену математичну модель задачі кругового покриття у вигляді зада-
чі негладкої оптимізації. Область допустимих розв’язків задачі описано системою нерівностей, що виникає 
при запису функцій належності для формування умов покриття і додатковою системою нерівностей для 
врахування технологічних обмежень, що записується за допомогою phi-функцій. Негладкість моделі вини-
кає внаслідок мінімаксного характеру деяких phi-функцій та функцій належності. Розроблено засоби гене-
рації множини реалізацій узагальненої математичної моделі покриття для широкого класу прикладних за-
дач. Запропоновано стратегію розв’язку виникаючих задач нелінійного програмування. 
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Вступ 

Постановка проблеми. На сучасному етапі 
стрімко зростає інтерес до задач покриття кругами 

областей , що пояснюється різноманітністю 
практичних застосувань, які варіюються від безпеки 
музеїв до захисту природи. Останнім часом цей на-
прямок стає все більш перспективним. До таких за-
дач відносяться: проектування систем пожежної 
сигналізації, захист лісових масивів від пожеж, ви-
значення необхідної кількості і розміщення станцій 
стільникового зв'язку, побудова мережі призначених 
для контролювання кругових орбіт штучних супут-
ників Землі та ін. 

2R

Аналіз останніх досліджень і публікацій. За-
дачі оптимального кругового покриття областей 
складної форми відносяться до класу NP-складних і 
для їх вирішення використовуються, як правило, 
евристичні алгоритми [1]. Це пояснюється як склад-
ністю формалізації задач покриття, так і відсутністю 
ефективних методів для їх розв’язання. 

Тільки кілька робіт присвячені побудові мате-
матичних моделей задачі покриття колами. В роботі 
[2] використовується математична модель задачі, 
побудована на основі діаграм Вороного. Однак ме-
тод, запропонований в [2], можна застосувати тільки 
до покриття багатокутників однаковими колами. 

В [3] розглянуто підхід до покриття квадрата 
одиничними колами, заснований на теорії темпера-
турних розширень і стиснень стрижневих структур. 

Основна ідея запропонованого в [4] алгоритму 
полягає в ітераційній побудові покриттів Діріхле-
Вороного. Результати представлені лише для оди-
ничного квадрата, і реалізація алгоритму істотно 
залежить від форми області, що покривається .  

Для безперервної задачі оптимального покрит-
тя колами компактної множини в [5] запропоновано 
алгоритм, заснований на теорії оптимального роз-
биття множин і застосуванні алгоритму Шора. 

В роботі [6] запропоновано чисельні методи 
побудови покриттів, що базуються на розбитті мно-
жини на області Діріхле і знаходженні так званих 
характерних точок. 

В [7] приводиться математична модель задачі 
покриття багатокутної множини колами різних раді-
усів, при цьому радіуси й координати центрів кіл 
задаються за допомогою сплайнів для моделювання 
залежності радіуса від рельєфу місцевості. 

З результатами аналізу можна зробити висно-
вок, що переважна більшість робіт, що розглядають 
задачі кругового покриття, присвячені дослідженню 
евристичних методів розв‘язку. Наявні аналітичні 
моделі і методи розв‘язку мають, як правило, недо-
ліки і обмежені областю застосування, що не дозво-
ляє використовувати їх для побудови кругового по-
криття складних областей. 

Таким чином, метою роботи є побудова адек-
ватної узагальненої математичної моделі задачі по-
криття ідентичними колами довільної області, реалі-
зації якої охоплюють основні задачі кругового по-
криття, що виникають на практиці. 
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Виклад основного матеріалу 

Нехай задана множина кіл  

і замкнута обмежена область  із кусочно-
гладкою межею, сформованою  фрагментами ана-
літично описаних кривих, причому гладкість межі 
порушується у точках . Далі вважа-

ємо, що , де  – змінні коор-

динати центру круга . Об'єднання  

називається круговим покриттям області 

{ , 1,2,..., }iC C i n 
2R 

L

, 2,..., K

, )i iy

1

( )
n

i i
i

C u


 

, 1kp k 

( )i 

iC

( )i i iC C u (u x

 , якщо 
.   

Постановка узагальненої задачі кругового 
покриття: знайти покриття  області , що задо-
вольняє системі технологічних обмежень, які накла-
даються на вектор параметрів розміщення кіл, оп-
тимальне відповідно до заданого критерію якості 

 

1 2( ), ( , ,..., )nF u u u u u , де ( )F u  – гладка функція. 

Сформуємо множину  точок , у яких по-

рушується гладкість меж 

P kp

 . 
Виключимо надалі з розгляду покриття, у яких 

є надлишкові кола. Надалі також вважаємо, що кри-
визна границі області в будь-якій її точці, крім точок 
з , менше кривизни кіл з множини C . Для діля-
нок межі з порушенням цієї умови будується зовні-
шня апроксимація фрагментами кривих меншої кри-
визн

P  

и. 
Критерій повноти покриття може бути сформу-

льований у вигляді: для того, щоб множина   була 
невиродженим круговим покриттям множини  , 
необхідно й достатньо, щоб [8]: 

1) для кожної точки  знайшлося хоча б 

одне коло  таке, що ; 
kp P

,iC i I n
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2) для будь-якої точки , 

 знайшлося хоча б одне коло 
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3) для будь-якої точки 
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, існує {1,2}k 
ksC , s i , s j , таке що, 
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Побудуємо індексні множини ,  та 1 2 3 , 

елементами яких є усі двійки, трійки та четвірки 
індексів, що задовольняють відповідно першому, 
другому і третьому критерію повноти покриття  . 

При побудові математичної моделі виконання 
першого критерію забезпечується додаванням у сис-

тему обмежень задачі нерівностей виду 0k ip C  , 

другого критерію – нерівностей виду , тре-

тього критерію – нерівностей виду , де 

*
0t 

0stC 

k ip C , jtC
  – функції належності, а , залежно 

від виду області 

*t
* , може бути функцією належно-

сті або квазі-функцією належності [8]. 
Таким чином, узагальнена математична мо-

дель задачі покриття може бути записана у вигляді 
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(2) 

де 
l 

( ,u u

 ; 

l  – кількість додаткових змінних, що залежить 
від постановки задачі, обраних засобів моделювання 
відносин між геометричними об'єктами й виду тех-
нологічних обмежень задачі;  

1 2 ,...., , )nu u t  – вектор змінних задачі; 

t  – вектор додаткових змінних задачі; 

( ,i iu x )iy , 1, 2,...,i n  – параметри розмі-

щення -го кола; i

,k ip C 

ikt

ijk sk
t C

 – функції належності; 
  – функції (або квазі-функції) належності 

(залежно від виду області  й обраних засобів мо-
делювання відносин між геометричними об'єктами); 



( , , ), {1, 2}ij i ju u k k

iC jC
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( ,i jf u u

i jC C
 

0

  – точка перетинання 

окружностей  і ;  

, ), {1,2}k k   – функція, яка розраховує 

координати точок перетинання окружностей  і 

; 
iC

jC

2 24 ( ) (i j ir x x y    2)jy  – псевдо-

нормалізована phi-функція, що формалізує умови 
розміщення пари кіл на максимально припустимій 
відстані  

( )u

; 

  – система допоміжних обмежень (напри-

клад, умов належності центрів кіл області ). 
Нижче виділені й досліджені важливі із практи-

чної точки зору реалізації узагальненої моделі (1–2). 
Задача мінімізації довжини провідної мережі 

виникає, наприклад, при оптимізації сенсорної ме-
режі системи пожежної сигналізації. До моделі (1–2) 
вносяться наступні зміни: 

1. У систему додаткових обмежень вносяться 
умови належності сенсорів області з урахуванням мі-
німально припустимих відстаней до границі області. 
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2. У систему додаткових обмежень вносяться 
умови неналежності центрів сенсорів областям за-
борони. 

3. У систему додаткових обмежень задачі вно-
сяться мінімально припустимі відстані між центра-
ми сенсорів. 

4. Функція цілі представляє собою довжину 
траси. Для кільцевого типу провідних з'єднань фун-
кція цілі може бути записана у вигляді 

, де 

 – номера кіл,  i ; доданок 

 – сума відстаней між центрами кіл, 

узятих у певній послідовності ; 

 і  – відстані від точки початку 

траси  до центра першого й останнього в обраній 

послідовності кола відповідно. Для радіального типу 
провідних з'єднань функція цілі може бути предста-

влена у вигляді  , 
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данок  – сума відстаней між 

центрами кіл, узятих у певній -й послідовності 
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;  – відстань від точки поча-

тку траси  до центра першого в -й послідовнос-

ті кола. Тут  – відстань між точками  й 

. Для пошуку послідовності кіл розв’язуються 

допоміжні задачі дискретної оптимізації: задача ко-
мівояжера для кільцевого типу провідних з'єднань 
та задача маршрутизації для радіального типу про-
відних з'єднань, які виникають, наприклад, при про-
ектуванні систем пожежної сигналізації з урахуван-
ням технологічних вимог і вимог нормативних до-
кументів [9–10]. 

1u

Задача мінімізації радіуса кіл, що формують 
покриття – одна з найвідоміших оптимізаційних 
задач для кругових покриттів і її розв‘язанню при-
свячена значна кількість робіт у світовій літературі. 
У тому числі використовуються для підвищення 
надійності сенсорних покриттів. Оскільки реальний 
радіус сенсорних зони не змінюється, то після 
розв’язання задачі збільшується їх взаємне пере-

криття і таким чином розв’язується задача оптимі-
зації щільності покриття. У модель виду (1–2) 
вноситься дуже проста зміна – радіус кіл  оголо-
шується змінним, розмірність задачі збільшується 
на 1 і мінімізується функція 

r

( )F u r . 

Задача корегування покриття виникає при 
проектуванні сенсорних мереж у випадку, якщо не-
обхідно виправити розміщення кіл, що не задоволь-
няє критерію повноти покриття. Подібні ситуації 
можуть виникати при розв‘язанні задачі формування 
покриття наближеними методами або в інтерактив-
ному режимі. Позначимо через  радіус сенсорної 

зони. На першому етапі з малим наперед заданим 
кроком послідовно збільшується радіус покриваю-
чих кругів доти, поки покриття не стане припусти-
мим. Ця задача завжди має розв’язок, якщо у фор-
муванні покриття бере участь хоча б одне коло. На 
другому етапи вирішуємо задачу мінімізації радіуса 
кіл при допоміжному обмеженні . Якщо у ре-

зультаті досягнуто глобальний мінімум задачі 

0r

0r r

0(r r ) , то побудовано припустиме покриття. 

Задача корегування неприпустимого розмі-
щення сенсорів виникає при розміщенні сенсорів в 
області, що отримана наближеними методами або в 
інтерактивному режимі. У математичну модель за-
дачі виду (1–2) водиться додаткова змінна  . При 
генерації системи технологічних обмежень на по-
ложення сенсорів в області визначається, чи вико-
нуються додаткові обмеження задачі виду ( ) 0u   

для стартової точки 0u u . Якщо виконуються, то 
вони включаються в систему обмежень задачі, у 
противному випадку в систему обмежень задачі 
включається обмеження виду . Максимізу-

ється функція цілі 

( )u  

( )F u    за умови . Якщо 

додаткова змінна 

0 

  досягає 0, то отримана точка  
є припустимою для вихідної задачі, оскільки всі об-

меження у  виконуються. 

*u

*u

Задача мінімізації кількості кіл, що покри-
вають область має досить велику практичну зна-
чимість, тому що дуже часто виникає при оптиміза-
ції покриттів, побудованих наближеними методами 
або отриманих в інтерактивному режимі. У рамках 
даного дослідження розглядався наступний підхід: 
вибирається одне з кіл (випадково або оператором) і 
виконується спроба зменшення його радіуса до 0 зі 
збереженням покриття області. Якщо операція заве-
ршилася успішно, коло викреслюється з множини 
кіл, що формують покриття, і здійснюється перехід 
до оптимізації нового покриття. У противному ви-
падку здійснюється спроба видалити інше коло з 
покриття. Процедура повторюється певне число раз. 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2019/1


Математичні моделі та методи 

Дослідження властивостей побудованої мо-
делі показує, що задача (1–2) являє собою задачу 

негладкої оптимізації, бо функція  в загаль-

ному випадку є мінімаксною, область припустимих 
розв‘язків  у загальному випадку є незв'язною 
множиною, при цьому кожний компонент зв‘язності 

 може бути багатозв‘язним. Задача (1–2) нестійка, 
тобто яка завгодно мала зміна початкових даних 
може привести до значної зміни функції цілі. 

ijkt 


W

W

5. Розв’язується задача, яка побудована на по-
передньому кроці. Якщо в результаті вдалося побу-
дувати припустиме покриття, то побудована точка 
приймається в якості стартової й здійснюється пере-
хід до кроку 6, інакше аварійне завершення роботи. 

6. Аналізується виконання системи технологіч-
них та інших обмежень. Якщо технологічні обме-
ження порушуються, перехід до кроку 7, інакше 
перехід до кроку 9. 

7. Генерується система обмежень і цільова фу-
нкція для задачі корекції порушення технологічних 
обмежень виду (1–2). 

Оскільки область W незв'язна і кожний компо-
нент зв‘язності може бути багатозв‘язним, то задача 
(1–2) у загальному випадку є багатоекстремальною. 
За способом побудови область припустимих 
розв‘язань W може бути представлена у вигляді 

, де  описується системою нерівнос-

тей з гладкими функціями, що дозволяє звести 
розв‘язання задачі (1–2) до розв‘язання набору задач 
нелінійного програмування виду 

1
k

k

W W



  kW

8. Розв’язується побудована на попередньому 
кроці задача. Якщо в результаті вдалося виправити 
порушення технологічних обмежень при збереженні 
допустимості покриття, то побудована точка при-
ймається в якості стартової й здійснюється перехід 
до кроку 9, інакше аварійне завершення роботи. 
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1( ) min{ ( ),..., ( ),..., ( )}kF u F u F u F u    , (3) 

9. Генерується система обмежень і цільова фу-
нкція для однієї з оптимізаційних задач виду (1–2), 
описаних вище. Конкретний вид моделі визначаєть-
ся постановкою вихідної практичної задачі.  

( ) min ( )k

ku W R
F u F u

 
 .   (4) 

10. Вирішується побудована на попередньому 
кроці задача нелінійного програмування. 

Висновки Кожна з  підзадач (4) у загальному випадку 

багатоекстремальна. 



Задачі оптимального покриття областей дові-
льної форми колами важко формалізуються і для їх 
вирішення відсутній єдиний підхід. Ситуація ускла-
днюється можливою наявністю технологічних об-
межень на взаємне розташування кіл і положення 
кіл щодо області. Тому більшість методів, запропо-
нованих в літературі для розв‘язку задачі, є набли-
женими. Це призводить до втрати оптимальних і 
локально оптимальних рішень, в результаті чого 
знижується ефективність отриманих розв’язків. До-
ступні точні методи реалізовані для окремих випад-
ків задачі. Запропоновані засоби формалізації умов 
покриття та побудована на їх основі узагальнена 
математична модель задачі покриття однаковими 
колами довільної області, реалізація якої охоплює 
основні задачі кругового покриття, що виникають на 
практиці, представляють безперечний практичний 
інтерес. 

Пропонується стратегія розв‘язання задачі, 
заснована на методі мультістарту, що є основним 
методом випадкового пошуку глобального екстре-
муму багатомірних функцій. 

Нижче для прикладу наведена принципова 
схема пошуку локального мінімуму для оптиміза-
ційної задачі побудови дротяної сенсорної мережі 
для системи пожежної сигналізації: 

1. Генерується початкове покриття (одним з 
наближених методів чи у інтерактивному режимі).  

2. Аналізуються повнота покриття області ко-
лами. Якщо умови покриття порушуються, то вико-
нується перехід до кроку 3, інакше – перехід до кро-
ку 4. 

3. Будується припустиме покриття на основі 
неприпустимого шляхом збільшення радіуса кіл, що 
покривають область. 

4. Генерується система обмежень і цільова фу-
нкція задачі корекції неприпустимого покриття виду 
(1–2). Технологічні обмеження на даному етапі іг-
норуються. Цільова функція – мінімізація радіуса 
кіл, що покривають, до значення, заданого у вихід-
ній постановці задачі. 

На базі побудованої математичної моделі за-
пропоновано ефективну стратегію розв‘язання зада-
чі, засновану на поєднанні методі мультістарту з 
набором генераторів обмежень та цільових функцій 
для основних реалізацій узагальненої моделі. 
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ОБОБЩЕННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ  
ПОКРЫТИЯ ОБЛАСТИ ИДЕНТИЧНЫМИ КРУГАМИ И ЕЕ ОСНОВНЫЕ РЕАЛИЗАЦИИ 

А.А. Антошкин, А.В. Панкратов 

Рассмотрена задача покрытия произвольной области идентичными кругами. На основе формализации критериев 
полноты покрытия построена математическая модель задачи кругового покрытия в виде задачи негладкой оптимиза-
ции. Область допустимых решений задачи описана системой неравенств, которая возникает при записи функций при-
надлежности для формирования условий покрытия и дополнительной системой неравенств для учета технологических 
ограничений, записывается с помощью phi-функций. Негладкость модели возникает вследствие минимаксного харак-
тера некоторых phi-функций и функций принадлежности. Разработаны средства генерации множества реализаций 
обобщенной математической модели покрытия для широкий класса прикладных задач. Предложена стратегия реше-
ния возникающих задач нелинейного программирования. 

Ключевые слова: круговое покрытие, критерий полноты, phi-функции, функции принадлежности, математиче-
ская модель, нелинейная оптимизация. 

A GENERALIZED MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEMS  
OF COVERING THE AREA BY IDENTICAL CIRCLES AND ITS MAJOR IMPLEMENTATIONS 

O. Antoshkin, O. Pankratov 

There is a rapidly growing interest in an effective solution to the problems of optimal coverage of regions of arbitrary 
shape by circles at the present stage. This is due to the variety of practical applications, the difficult formalizability of the condi-
tions of the problem and the lack of a common approach for its solution. The situation is complicated by the presence of techno-
logical limitations on the mutual position of the circles and the position of the circles relative to the region. Most of the ap-
proaches proposed in the literature are heuristic for the reasons listed above. This leads to the loss of optimal and locally opti-
mal solutions. The efficiency of solving the problem decreases as a result. The available exact approaches are implemented for 
particular cases of the problem. Thus, it seems relevant to build an adequate mathematical model of the problem of covering with 
identical circles of an arbitrary area, whose implementation covers the main tasks of a circular covering that arises in practice. 
The problem of covering an arbitrary region with identical circles is considered in the paper. A generalized mathematical model 
of the circular coverage problem is constructed in the form of a nonsmooth optimization problem based on the formalization of 
the criteria for completeness of the coverage. The feasible region of the problem is described by a system of inequalities consist-
ing of two subsystems. The first of them occurs when writing membership functions for the formation of coating conditions. The 
second, an additional system of inequalities, serves to take into account technological constraints and is written using phi-
functions. The model is nonsmooth due to the minimax nature of some phi-functions and membership functions. The tools for 
generating a set of implementations of a generalized mathematical model have been developed, covering a wide class of applied 
problems, including such problems: minimizing the length of wires; minimizing the radius of the circles; minimizing the number 
of laps; adjusting invalid coverage and adjusting invalid sensor placement. An effective strategy for solving the problem is pro-
posed, based on the combination of the multi-start method with a set of constraint generators and objective functions for the ba-
sic implementations of the generalized model. 

Keywords: circular coverage, completeness criterion, phi-functions, membership functions, mathematical model, nonlinear 
optimization. 


