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СИМВОЛІЧНІ МОДЕЛІ ФІЗИЧНИХ ПРОЦЕСІВ, ЩО ОПИСУЮТЬСЯ  
ІНТЕГРАЛЬНИМ РІВНЯННЯМ ФРЕДГОЛЬМА ПЕРШОГО РОДУ 

В роботі застосовані диференціальні тейлорівські перетворення для  створення ряду символічних мо-
делей фізичних процесів, які доцільно представляти інтегральним рівнянням Фредгольма першого роду, та 
продемонстровані переваги використання диференціальних тейлорівських перетворень на трьох різних мо-
делях. Використання цих перетворень дозволяє звести розв’язування складної задачі до простішої, тим са-
мим зменшивши обчислювальну складність. Складна обернена задача представляється з прийнятною точ-
ністю простішою моделлю, вираженою системою лінійних алгебраїчних рівнянь невеликої розмірності.  
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Вступ 

Постановка проблеми у загальному вигляді. 
Процес вимірювання сигналу вимірювальними пе-
ретворювачами і первинними датчиками описується 
математичною моделлю у вигляді інтегрального 
рівняння Фредгольма першого роду (ІРФПР).  
Розв’язати задачу відновлення сигналу для такого 
рівняння означає знайти сигнал, спотворений вимі-
рювальною апаратурою з відомою апаратною функ-
цією. Крім задачі відновлення сигналів ІРФПР опи-
сується також широке коло інших обернених задач: 
задача відновлення зображень, задача редукції реа-
льного приладу до ідеального, задача розподілу еле-
ктричного потенціалу всередині напівпровідника та 
ін. [1–4; 6–12].  

Актуальність теми полягає в тому, що дана за-
дача є некоректною, а вимірювання експеримента-
льних даних дає похибки, що викликають нестій-
кість розв’язку. Це, в свою чергу, вимагає застосу-
вання прийомів, які отримують розв’язок, стійкий 
до похибок. 

Огляд останніх досліджень і публікацій. Для 
розв’язання інтегральних рівнянь використовуються 
операційні методи, які дозволяють шляхом переходу 
з області оригіналів в область зображень перетвори-
ти інтегральні рівняння в алгебраїчні. Наприклад, 
широке застосування отримали інтегральні перетво-
рення Лапласа і Фур’є. Проте інтегральні перетво-
рення Лапласа використовуються в основному для 
лінійних рівнянь, що обмежує область їх застосу-
вання, а використання перетворень Фур’є у випадку 
нелінійних рівнянь ускладнено. Серед таких методів 
відомий операційний метод диференціальних пере-
творень (або основних диференціальних перетво-
рень), основи якого були розроблені в роботах ака-
деміка Пухова Г.Є. [5]. Метод основних диференці-
альних перетворень дозволяє вирішити задачу в об-

ласті з відсутнім часовим аргументом і звести скла-
дну задачу до більш простої задачі, яку можна до-
статньо легко розв’язати чисельними методами.  

В роботі [1] розроблена диференціально-
тейлорівська модель (ДТ-модель) задачі відновлен-
ня у спектроскопії, що дозволяє представити за до-
помогою диференціальних тейлорівських перетво-
рень (ДТ-перетворень) з прийнятною точністю 
складну обернену задачу простішою моделлю, ви-
раженою системою лінійних алгебраїчних рівнянь 
невеликої розмірності.  

Мета роботи полягає в застосуванні ДТ-пере-
творень для моделювання задач математичної фізи-
ки, які доцільно представляти ІРФПР, та продемонс-
трувати переваги використання ДТ-перетворень на 
трьох різних моделях. Використання цих перетво-
рень дозволить звести розв’язування складної задачі 
до простішої, тим самим зменшивши обчислюваль-
ну складність.   

Виклад основного матеріалу 

Диференціальні тейлорівські перетворення 
(ДТ-перетворення) – це новий операційний метод, 
що на відміну відомих всім інтегральних перетво-
рень Лапласа й Фур'є, заснований на переведенні 
оригіналів в область зображень за допомогою опе-
рацій диференціювання [5]. При математичному 
моделюванні фізичних об'єктів і процесів, які опи-
суються диференціальними й інтегральними рівнян-
нями, ДТ-перетворення дозволяють замінити опера-
ції інтегрування й диференціювання еквівалентними 
алгебраїчними операціями як у числовому, так і в 
аналітичному вигляді. Математична модель системи 
у вигляді диференціальних або інтегральних рівнянь 
може бути перетворена в так звану спектральну або 
символічну модель. Спектральна модель звичайно 
уявляє собою систему кінцевих рівнянь, з якої зна-
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ходяться невідомі дискрети диференціального спек-
тра. Правила знаходження диференціальних спект-
рів детально описано в роботі [5]. 

ДТ-перетворення – це перетворення вигляду: 
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де в лівій частині – пряме перетворення прообразу 
( )x t  в образ ( )X k , а в правій – зворотне перетво-

рення ( )X k  в ( )x t . Значення функції ( )X k  при 

конкретних значеннях аргументу  названі дискре-

тами (  – нульова дискрета, – перша дис-

крета та ін.). Таким чином, математична модель сис-
теми у вигляді диференціальних або інтегральних 
рівнянь може бути перетворена в так звану спектра-
льну модель. Спектральна модель звичайно пред-
ставляє систему кінцевих рівнянь, з якої знаходяться 
невідомі дискрети диференціального спектра.  

k
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Процес вимірювання сигналу вимірювальними 
перетворювачами і первинними датчиками опису-
ється математичною моделлю у вигляді ІРФПР 
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Розв’язати задачу відновлення сигналу для рів-
няння (2) – значить знайти сигнал y(s), спотворений 
вимірювальною апаратурою з апаратною функцією 
Q(x,s) у сигнал f(x).  

Метод квадратур породжує рішення системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) великої роз-
мірності, крім того, він дуже чутливий для помилок 
завдання правій частині f(x) і ядра Q(x,s). Ці помил-
ки лавиноподібно накопичуються при вирішенні 
СЛАР великої розмірності, що робить непридатним 
використання методу квадратур для вирішення рів-
няння (2). 

Відомо, що при математичному моделюванні 
фізичних об'єктів і процесів, які описуються ІРФПР 
(2), ДТ-перетворення дозволяють замінити операції 
інтегрування еквівалентними операціями алгебри як 
в чисельному, так і в аналітичному вигляді. Застосу-
вання ДТ-перетворень дозволяє побудувати чисель-
ні схеми розв'язання задачі відновлення сигналів на 
основі ІРФПР (2). 

У [1–2] пропонуються різні апроксимації неві-
домого сигналу y(s). Від того, наскільки вдало обра-
на апроксимуюча функція, залежить точність моде-
лювання. Представимо розв’язок y(s) у вигляді ана-
літичної функції y(s), де c=(c1,c2,…,cn) – вектор віль-
них коефіцієнтів, наприклад, у вигляді степеневого 
поліному   
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де степінь багаточлена n вибирається з особливості 
конкретної задачі. Розв’язання (2) у такій постановці 
зводиться до знаходження коефіцієнтів сm.  

Перевівши (3) в область ДТ-зображень, одер-
жимо його зображення: 
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Позначимо підінтегральну функцію в (2): 

( , ) ( , ) ( )z x s Q x s y s  .          (5) 

Оскільки розв’язок y(s) представлено у вигляді 
аналітичної функції y(s), наприклад, у вигляді степе-
невого полінома (3), то для визначення системи рів-
нянь, що визначають невідомі коефіцієнти 
c=(c0,c1,…,cn–1), застосуємо ДТ-перетворення (1). Зо-
браження підінтегральної функції (5) визначимо як  
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Визначений інтеграл у межах  до  від функ-
ції z(s) по її дискретам в області зображень Z(0), 
Z(1), Z(2),… Z() знаходиться за виразом: 
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де  = c – s0,  = c – s0, s0 – центр розкладання в 
ряд Тейлора.  В окремому випадку s0=0. 

Послідовно привласнюючи значення хі, 
і=1,2,3,... з (2; 7), складемо систему рівнянь, кіль-
кість рівнянь якої дорівнює кількості невідомих ко-
ефіцієнтів c=(c0,c1,…,cn–1): 
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де xi – фіксовані значення, що вибираються з діапа-
зону меж вимірювання сигналів. 

Розв’язуючи систему кінцевих рівнянь (8), зна-
ходимо вектор вільних коефіцієнтів, компоненти 
якого визначають шуканий розв’язок рівняння Фре-
дгольма першого роду (2). 

Отже, необхідно розв’язати СЛАР (8) з невідо-
мими ci, кількість яких залежить від степеня апрокси-
муючого полінома і від кількості точок розкладання. 

Представимо алгоритм розв’язання ІРФПР (2) 
на основі його ДТ-моделі. 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2019/2
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1. Розв’язок (2) шукається у вигляді апрокси-
муючої функції (3). 

2. За початковим рівнянням (2) складається
його ДТ-модель (7). 

3. На основі формули (8) складається СЛАР,
де невідомими є коефіцієнти ci. 

4. Отримана СЛАР розв’язується відносно ci,
які визначають невідому функцію y(s). 

Символічна модель розподілу 
електричного потенціалу 

всередині напівпровідника 

Застосуємо ДТ-перетворення для розв’язання 
ІРФПР (2) з невідомою верхньою межею інтегру-
вання та продемонструємо результати використання 
ДТ-перетворень на прикладі  знаходження невідомої 
функції розподілу електричного потенціалу всередині 
напівпровідника за допомогою алгоритму розв’язання 
ІРФПР (2) на основі його ДТ-моделі (3–8). 

Розглянемо напівпровідник, який знаходиться в 
зовнішньому електростатичному полі плоского кон-
денсатора, напруга між пластинами якого . Роз-

міри напівпровідника в напрямку силових ліній еле-
ктростатичного поля , причому 

0V

L

;;x y x zL L L L  xL L , де , – розміри

вздовж осей Оy  і Оz відповідно. Можна вважати, що 
електричний потенціал всередині напівпровідника 
залежить тільки від 

yL zL

x  [4]. 
Розрахунок розподілу електричного потенціалу 

всередині напівпровідника в лінійному наближенні 
для кімнатних температур здійснено в [4]. Розподіл 
безрозмірного потенціалу ( )x  дорівнює 
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Для побудови ДТ-моделі постійну  можна 
визначити з рівняння 
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Отже, рівняння (9) – ІРФПР роду з невідомою 
функцією верхньої межі інтегрування. Методів 
розв’язання цього рівняння відносно невідомої фун-
кції верхньої межі інтегрування не існує [4].  

Застосуємо до рівняння (9) ДТ-перетворення: 
знаходимо ДТ-зображення лівої та правої частини, 
прирівнюємо їх та отримуємо рівняння відносно 
апроксимації ( )x . Потім при заданих параметрах 

 та  знаходимо значення константи  з рів-

няння (10).  
0V L C

Рис. 1. Напівпровідник в зовнішньому  
електростатичному полі плоского конденсатора 

Для цих же параметрів  та  і знайденого 

значення константи  для певного значення коор-
динати з рівняння (9) визначаємо значення коефіці-

єнтів функції 
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( )f x , яка апроксимує ( )x . 

В рівнянні (9) для спрощення запису введемо 
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3) знаходимо N(k):
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Отримаємо перші три дискрети 
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Щоб визначити невідомий параметр , прирів-

няємо перші дискрети правої частини 

a

(1)F  та лівої 

частини , та отримуємо значення (1)M a C  . 

Отже,  1( )x C x  . 

Розраховуємо числові значення дискрет лівої 
частини ( )F k : 

1(0) 0,00505F   , , 1(1) 0,44336F  

1(2) 0,00292F   , , 1(3) 0,0000384F  

1 1 1 1(0) (1) (2) (3) 0, 4513661F F F F     . 

При вигляді апроксимуючої функції 

1( )x C x    нев’язка 0,00137  . 

Враховуючи нелінійність, виберемо інший ви-

гляд апроксимуючої функції: 3
2 0 1( )x a x a x   . 

Знаходимо 2 ( )F k : 

3
0 1

0

2
1

( ) ( )
( )

a x a x

x

f x dy
t y



  F k . 

2 (0)F  – залишиться без змін, 0
2 (1)

Ha
F

C
 ,  

2 2
0

2 (2)
2

H a
F

C C
  , 

3 33
01

2 2
(3)

2

H aH a
F

C C C
  . 

Прирівнюємо  і ,  і . З 

отриманої системи рівнянь знаходимо  i : 
2 (1)F (1)M 2 (3)F

0a

(3)M

1a

0

3 33
01

2
0

2

Ha
H

C

H aH a

C C C

  


  

, 0a C  , 1
2

a
C


1

.

Отже, 
3

2 ( )
2

x
x C x

C
    . 

Розраховуємо числові значення дискрет лівої 
частини ( )F k : 

2 (0) 0,00505F   , , 2 (1) 0,44336F  

2 (2) 0,00292F   , , 2 (3) 0,000004F  

2 2 2 2(0) (1) (2) (3) 0,4513236F F F F     . 

При вигляді апроксимуючої функції 
3

2 ( )
2

x
x C x

C
     нев’язка . 0,00132 

Зменшимо степінь апроксимуючої функції 
2

3 1 2( )x a x a x    і отримаємо приблизно такі ж 

значення. 

Тоді за використаною раніше схемою знаходи-

мо 3( )F k : 

2
1 2

0

3
1

( ) ( )
( )

a x a x

x

f x dy
t y



  F k , а з отри-

маних рівнянь визначаємо невідомі коефіцієнти: 

1a C  , 2
1

2
a   .  

Отже, 
2

3( )
2

x
x C x    .
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Розраховуємо числові значення дискрет лівої 
частини 3( )F k : 

3(0) 0,00505F   , , 3(1) 0,44336F  

3(2) 0,00351F   , , 3(3) 0,000046F  

3 3 3 3(0) (1) (2) (3) 0, 4519678F F F F     . 

При вигляді апроксимуючої функції 
2

3( )
2

x
x C x     нев’язка .0,00197 

Розглянемо апроксимацію верхньої межі в ви-

гляді 2 3
4 1 2 3( )x a x a x a x    : 1a C  , 2 0,5a  , 

. Отже, даний вигляд апроксимації зводиться 

до попереднього: 

3a  0

2

4 ( )
2

x
x C x    .

Розраховуємо числові значення дискрет лівої 
частини 4 ( )F k : 

4 (0) 0,00505F   , , 4 (1) 0,44336F  

4 (2) 0,00232F   , , 4 (3) 0,000031F  

4 4 4 4(0) (1) (2) (3) 0,4507644F F F F     . 

При вигляді апроксимуючої функції 
2

4 ( )
2

x
x C x     нев’язка .0,00076 

Можна припустити, що з такими початковими 

даними можна апроксимувати багаточленом , 

при умові , що зумовлено виглядом функції 
1

n
i

i
i

a t



1 0a 

( )x .  

Отримані апроксимації практично співпадають, 
а це свідчить про те, що отримана ДТ-модель ІРФПР 
з невідомою функціональною залежністю в верхній 
межі прийнятно апроксимує початкову фізичну мо-
дель. 

Таким чином, розроблена символічна ДТ-
модель ІРФПР, де невідомим є функція верхньої 
межі інтегрування. Використання ДТ-перетворень 
дозволяє звести розв’язування складної задачі до 
простішої, рішення якої можна виконати на звичай-
них засобах обчислювальної техніки.  

Символічна модель  ОЗКТ для визначення  
теплофізичних характеристик деталей вузлів 

транспортних засобів  

Проблема дослідження теплового стану двигу-
нів на стадії їх проектування, експлуатації та модер-
нізації, перегріву гальмівних колодок та опорів, 
букс, підшипникових вузлів транспортних засобів 
вирішується давно. Основними методами визначен-
ня теплофізичних  характеристик є методи, заснова-
ні на розв’язанні обернених задач теплопровідності. 
В цьому випадку рівняння теплопровідності є дифе-

ренціальним рівнянням в частинних похідних пара-
болічного типу [3].  

Розглядається обернена коефіцієнтна задача 
теплопровідності (ОКЗТ):  

2

2

T
a

t y

T 


 
    (11) 

з краєвими умовами:  
а) Діріхлє:   

 ( , ) wy S t
T y t T  ,

б) Неймана: 

 
0( ) (w w

y S t

T
V c T T V H T

y  


 
        

) . 

Завдання полягає в визначенні коефіцієнта те-
мпературопровідності а. 

Актуальність даної теми полягає в тому, що 
дана задача є некоректною, а вимірювання експери-
ментальних даних дає похибки, що викликають не-
стійкість розв’язку. Це в свою чергу вимагає засто-
сування прийомів, які дадуть стійкий до похибок 
розв’язок. 

В роботі [3] представлений вираз для розраху-
нку температурного поля: 

2

0 0( , ) ( ) hy h at
wT y t T T T e     .      (12) 

В проведених розрахунках було прийнято таб-
личне значення а=6ꞏ10-7. Незважаючи на свою прос-
тоту, дана модель нестійка до похибок: якщо внести 
похибку для змінної у в розмірі 12,5%, похибка а 
становитиме 28,3%. Запишемо задачу (11) в інтегра-
льній формі:  

110

( , ) ( , ) ( , )
n

tm

j i
j R

T y t d G t y g d


           ,  (13) 

де  – число граничних умов, Gj – ядро Пуасона, 
( , )ig    – права частина умови. 

В [3] розраховано ядро Пуасона для задачі Ді-
ріхлє, підставивши в яку дані, отримаємо 

2

1
3

1
( , ) exp

42

y
G y t

ata t

 
  
    

 . Для задачі Нейма-

на 
2

2 ( , ) exp
4

a y
G y t

t a

 
       t

. 

Підставляємо дані в вираз (13) і отримуємо 
розв’язок задачі (11) в інтегральній формі: 

2

3
( ) 0

2

0
( ) 0

1 ( )
( , ) exp

4 ( )2 ( )

( )
exp ( ) ,

( ) 4 ( )

s

s

y t

w
S t

y t

w
S t

y
T y t T d d

a ta t

a y
V c T T d d

t a t 

 
          

 
           

 

 

(14) 
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де 0,00229 0,00377   , . 0 1   9

Отже, прирівнюємо (12) і (14) і отримуємо рів-
няння: 

 

2( )0.0037719
4 ( )

3
0.00229 0

1195
y

a te d d
a t

 
   

   
 

 

2

2

( )0.0037719 5
4 ( )

0.00229 0

0 0

9,201 10

( ) .

y

a t

hy h at
w

a
e d d

t

T T T e

 


 

 
    

  

   

      (15) 

З нього далі визначимо коефіцієнт а за допомо-
гою алгоритму розв’язання ІРФПР (2) на основі його 
ДТ-моделі (3–8). 

Така форма ОКЗТ у вигляді (15) складна, тому 
застосовуємо символьний метод для спрощення.  

Застосуємо двічі одновимірні зміщені ДТ-
перетворення до лівої частини рівняння спочатку 
відносно змінної τ, а потім відносно змінної ζ. Зна-
ходимо нульову, першу та другу дискрети підінтег-
ральної функції з умови Діріхлє по  за формулою, 
де tc – точка зміщення: 

0

( )
( )

!

kk
c

c k

d x tH
X k

k d 

  
 

  
 .      (16) 

Отримаємо ДТ-зображення внутрішнього інте-
грала по : 

2

1

1( , , , ) ( , , , , )i a y t x a y t d




        (17) 

1 1
2 1

0

( )

1

k k
c

k
k

X k

kH

 



  
 

 . 

Застосовуємо до підінтегральної функції 

1( , , , )i a y t   зовнішнього інтегралу зміщені ДТ-

перетворення (16), але вже відносно аргумента ζ, 
попередньо згрупувавши коефіцієнти. Потім засто-
совуємо формулу (17) з точкою зміщення ζ,c і отри-
муємо вираз для зовнішнього інтегралу: 

2( , , ) ( )
2 2 1( , , , , ) ( ) c cD a t t y

c ci a y t t e        

2

 

 4
1 1( , , ) ( ) ( , , ) ( )c c c cA a t t y B a t t y        


22 2

( , , ) ( )2 1
1( , ) ( )

2
c cD a t t y

c cC t t y e    
        

 4
12 ( , , ) ( , , ) ( )c c cD a t t A a t t y     

2
1 1( , , ) ( ) ( , )c c cB a t t y C t t     

2
14 ( , , ) ( ) 2 ( , , )c c 1 cA a t t y B a t t     .      (18) 

Аналогічним чином отримуємо зображення 

2 ( , , , , )c ci a y t t   для інтеграла з умовою Неймана, 

воно буде аналогічним апроксимаційній  моделі 
(18), тільки з коефіцієнтами 2 ( , , )cA a t t  , , 

. 
2 ( , , )cB a t t

2 ( , )cC t t

Отже, в результаті рівняння представляється в 
вигляді: 

2
1 1

1195
( , , , , )

m n

j i
j i

i a y t t
a 


  

 


5

2
9,201 10

( , , , , )j i
a

i a y t t
      

2

0 0( ) hy h at
wT T T e     .

Результати розв’язування рівняння (15) наведе-
ні в табл. 1. 

Таблиця 1 
Результати розв’язування рівняння (15) 

n m y а 
21 1 0,004 5,87 
12 1 0,0041 5,75 
21 1 0,0045 5,23 
12 1 0,0045 5,12 

Як видно з таблиць розв’язки досить чутливі до 
кількості проміжків розбиття по  і майже нечутли-
ві до кількості проміжків розбиття по 


 . 

За допомогою ДТ-перетворень отримана стійка 
до похибок експериментальних даних символічна 
модель, придатна для дослідження теплофізичних 
характеристик деталей вузлів транспортних засобів. 

Символічна модель  ОЗКТ для визначення 
теплофізичних характеристик  

теплозахисних матеріалів  
аерокосмічних транспортних засобів 

Розробимо стійку до похибок в початкових да-
них символічну модель на основі ДТ-перетворень 
для визначення теплофізичних характеристик мате-
ріалів, зокрема коефіцієнту температуропровідності 
для ОКЗТ, що описує високотемпературний режим з 
унесенням маси розплавленої речовини. 

При розв’язанні даної ОКЗТ зазвичай розгляда-
ється температурне поле, отримане в 3-х чи 4-х точ-
ках зразка матеріалу. При цьому показники першої й 
останньої термопари, як правило, використовуються 
як граничні умови. Чим ближче знаходиться термо-
пара до поверхні, що нагрівається, тим більш висо-
котемпературні властивості вдається відновити. Те-
мпература поблизу поверхні теплозахисних матеріа-
лів аерокосмічних транспортних засобів часто пере-
вищує робочий діапазон термопар, а при віднесенні 
маси термопара взагалі може вийти на  поверхню, 
що руйнується. Очевидно, що в таких умовах нагрі-
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вання не вдається відновити теплофізичні  власти-
вості при температурах поверхні, що руйнується. У 
той же час вважається, що якщо температура мате-
ріалу не перевищує робочого діапазону термопари, і 
за час експерименту вона залишається усередині 
матеріалу, то отримані температурні поля дозволя-
ють визначити теплофізичні властивості матеріалу. 
У цьому випадку при відсутності фізико-хімічних 
перетворень у матеріалі або для визначення ефекти-
вних теплофізичних характеристик за допомогою 
ОКЗТ звичайно використовується рівняння тепло-
провідності у вигляді [6]: 

,
T

c
y y

   
     

T
   (19) 

де   щільність, кг/м3; c  теплоємність, кДж/(кгК); 
  час нагрівання, с; T   температура, К; y  коор-
дината від вихідної поверхні, м,   теплопровід-
ність, Вт/(мК). 

Для розв’язання ОКЗТ у вигляді (19) викорис-
таємо аналогічні прийоми (11–18), побудувавши 
символічну ДТ-модель. ОКЗТ (19) також предста-
вимо для зручності в інтегральній формі. 

З нього далі визначимо коефіцієнт а за допомо-
гою алгоритму розв’язання ІРФПР (2) на основі його 
ДТ-моделі (3–8). 

В результаті ДТ-моделювання отримується ви-
раз, аналогічний (14), очевидно, з іншими початко-
вими умовами:  
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      (20) 

Отже, початкову ОКЗТ (19) будемо представ-
ляти виразом (20), де маємо дві частини рівняння, 
зліва – відома функція, праворуч різниця подвійних 
інтегралів, які представляють собою умови Діріхлє і 
Неймана. В рівнянні (20) невідомий коефіцієнт тем-
пературопровідності, який необхідно знайти, 
розв’язуючи ОКЗТ. Для цього застосуємо диферен-
ціальні перетворення спочатку до першого інтегра-
лу, а потім – до другого. 

Побудова ДТ-моделі задачі теплопровідності. 
А. Побудова апроксимаційних функцій для пер-

шого інтегралу виразу (20):  
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Інтеграл І1 послідовно будемо розглядати при 
=const для внутрішнього інтегралу і при =const 
для зовнішнього інтегралу. Внутрішній інтеграл 
можна представити як: 

 

2 2 2

1 1 1
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1
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( ) ( )
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    . (22) 

Отримаємо апроксимації І1 за допомогою по-
слідовного використання ДТ-перетворень до окре-
мих його частин.  

Остаточно зовнішній інтеграл на двох дискре-
тах по  і по трьох дискретах по  наближатиметься 
функцією: 
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Для нульової і першої дискрет ДТ-спектру по   
зовнішній  інтеграл  

 
    

2
3 2 2

1 1 2 2 1 2

2 2 2 2
2 2 2 3 1 2

( )

.

A y
зовнI D e A A y

y A A A A y

    

    
 (24) 

Для нульових дискрет 1зовнI : 
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Для однієї (нульової) дискрети по  і по трьом дис-
кретам по  1зовнI : 
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де  2В y    .

Б. Побудова апроксимаційних функцій для дру-
гого інтегралу виразу (20).  

 Апроксимаційні функції окремих складових 
другого інтегралу І2 виразу (20) і врешті всього інте-
гралу зокрема, використаємо аналогічні прийоми, 
тобто, за допомогою послідовного знаходження ди-
ференціальних спектрів окремих складових інтегра-
лу: 
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Обчислення зовнішнього інтегралу 2зовнI  збі-

гається з обчисленнями для інтегралу І1. Так,  
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а остаточне представлення збігається з (23–25): 
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На рис. 2 показана підінтегральна функція 

1( , )z   , з рисунку видно, що ця поверхня відносно  

має незначні відмінності, а по часовій координаті 
стрімко зростає зі збільшенням часу прогріву. По 
вигляду 1( , )z    можна відзначити, що кількість то-

чок розбиття по часовій координаті для ДТ-моделі 
необхідно брати значно більшу, ніж по просторовій 
координаті. 

, ×10-4, м 

2 

3 

),(1 ζτz

Рис. 2. Підінтегральна функція 

Для рис. 3 апроксимація зміщеними ДТ-
перетвореннями в точках tv, v – по змінних з часо-
вими координатами:  tv=t–v, v=–v: 
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Знаходження коефіцієнта температуропровід-
ності будемо проводити з такими значеннями: 

41,1 10V 
   м/с;  с=1750 кДж/(кгК);  

 =2000 кг/м3,  t=20 c; y=0,004 м; 

0 2390w wT T T K   ; 30,11 10
м

V
с


   ; 

1=2=2,29462722ꞏ10-3 м;   

1=2=3,807539625ꞏ10-3 м;  

1=1=0 с; 2=2=19 с. 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/soi/2019/2
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Рис. 3.  Представлення підінтегральної функції 
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Розв’язання ОКЗТ за допомогою  

Рівняння в загальному 
випа

побудованої ДТ-моделі. 

теплопровідності (20) 
дку можна представити наступним чином: 
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Так, нев’язка розв’язку  
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При розбитті першого і другого інтегралів 
отримуються значення нев’язки: 

n=2; m=2; =673,7383; 

яння теплопровідності 
(20)   і по одній по  вигля-
дає н

n=21; m=1; = -0,9117;   
n=40; m=2; = -0,0028. 
За аналогією (28) рівн
по трьом дискретам по 
аступним чином: 

7

1
22

1 ij
ij

b

b
b a

aa

  
     

 
3

4
1 1

5
6

1
( , )

ijn m
ija

ij
i j

ij
ij

b
e b a K y t

a a

b
b a

a

 


          

 
  
  

 ;    (30) 

1
1

2
d 


; 

3

2
2000(0,11 10 ) 1750

d
 




; 

  4 3 3
1 1 1 2 2

1 796

y d
b

t t

   
 ; 

   4 3 3
2 1 1 2 2

2 696

d y
b

t t

    
 ;

  2 3 3
2 2 1 2 2 1 1

3 1 14
5 ;

68

y d
b

tt t

     
     

 

  2 3 3
2 2 2 2 2 1 1

4 1 138

y d
b

tt t

    
     

 
;

     
2 2 3 3
1 1 1 1 2 2 1

5 1 1 2

3 15
;

4 8

D
b

t ttt

             
 

 

 2 2 3 3
2 21 1 1 1

6 1 1 24 8
b D

t tt

      
       

 
; 2

2

7 4
cj

ij
ci

y
b

t


 ; 

2

( , ) exp
V y V t

K y t
a a
 

   
  

.  

По формул 30) були отримані наступн
чення нев’язок 

і ( і зна-

1 2( , ) ( , ) ( , )I y t I y t K y t    : 
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n=2; 

2504;     n=12; m=2; = 0,077

носно 
тичної 

мпературопровідності для моделей (

 

m=2; = 115,3036;  n=3; m=2; = -11,9817; 

n=3; m=5; = -6, 0. 

В табл. 2 наведений розв’язок ОКЗТ від
коефіцієнту температуропровідності для аналі
моделі (25) і для найгрубішої ДТ-моделі (28) – апро-
ксимації розподілення температурного поля на од-
ній дискреті – для різних похибок початкових да-
них.  

Таблиця 2 
Значення відносних похибок і коефіцієнту  

те 25; 28) 

Модель 
моделі, 

% 
у, % 

а,ꞏ10-7, 
м2/с 

а, %

Аналітична  
мод

0 0 
ель (25) 

0 6 

Аналітична  
модель (25) 

0 12,5  7,68 28

ДТ-модель (28), 
n=3, m=2 

8,9 0 2,2 63 

ДТ-модель (28), 
 n=12, m=1

3 0 5,75  4,17

ДТ-модель (28), 
n=12, m=1 

3 12,5  5,12 14,67

ДТ-модель (28), 
n=21, m=1 

0,05 0 5,87 2,17 

ДТ-модель (28), 
n=21, m=1 

0,05 12,5  5,23 12,83

явленоБуло ви
иві до гли

, що мод ; 2 йбі -
тл бини прогріву досліджуваних зразків, 
тому

чатко

 стійкий до похибок в початкових 
дани

В роботі зас еретворення для  
розв о

 перетво-
ренн

 розгляд 
змін
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елі (25 8) на льш чу
 
 похибка вносилася в параметр у. Аналіз чисе-

льного експерименту показує, що аналітичний 
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Отриманий

Список л

х розв’язок ОКЗТ з унесенням маси, представ-
леної в інтегральній формі, за допомогою символіч-
ного методу на основі ДТ-перетворень. 

Висновок 

тосовані ДТ-п
’язання ряду задач, які д цільно представляти в 

ІРФПР, та продемонстровані переваги використання 
ДТ-перетворень на трьох різних моделях.  

За допомогою точного операційного
я математичної моделі фізичного процесу мож-

ливо відновити з наближеного опису фізичного про-
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СИМВОЛИ ЗИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ,  

е применены дифференциальные тейлоровские преобразования для создания ряда символичес
роцессов, которые целесообразно представлять интегральным уравнениям Фредгольма перв

дифференциаль
оделях. Использование этих преобразований позволяет свести решение сложной задачи в простой, тем самым 

уменьшив вычислительную сложность. Сложная обратная задача представляется с приемлемой точностью более 
простой моделью, выраженной системой линейных алгебраических уравнений небольшой размерности. 

Ключевые слова: дифференциальные тейлоровские преобразования, интегральное уравнение Фредгольма первого 
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Differential taylorian dels of physical processes 
that are appropriate to rep  advantages of using these 
transforms on three differen g of a complex problem to 
simpler, thereby reducing computational complexity, sin s to represent with an acceptable accuracy the complex 
inver

SYMBOLIC MODELS OF PHYSICAL PROCESSES DESCRIBED 
THE FREDHOLM INTEGRAL EQUATION OF THE FIRST KIND 

A. Zasjadko 

 transformations are used in this paper to create a series of symbolic mo
resent the Fredholm integral equation of the first kind, and demonstrate the

t models. The use of differential taylorian transforms reduces the solvin
ce it allows u

se problem with a simpler model, a pronounced system of linear algebraic equations of small dimension. There was found 
unknown function of dispensing of electrical potential in semi-conductor with the help of differential transformation. The 
unknown function of dispensing is a higher bound of integration in integral equation of Fredholm of first kind. Assembled 
differential model of this equation that allow to find unknown function of dispensing of potential. With the help of differential 
taylorian transformations, error  stabilized experimental data model, based on the Fredholm integral equations is also obtained, 
which is suitable for studying the thermophysical characteristics of the components of the vehicles' nodes, in particular the study 
of the thermal state of the engines; overheating of brake pads, bearing units, etc. In this case, the heat equation is a differential 
equation in partial parabolic derivatives. On the basis of differential transformations the symbolical model is developed for 
definition thermal characteristics of materials, in particular, parameter temperature conductivity steady against mistakes in 
initial data. The considered problem describes a high-temperature mode with ablation of weight of the fused substance, for 
example, the process of destruction of the protective layer of aerospace transport. The approach considered in this work can be 
used in other tasks, when physical processes should be considered in an integral form. The use of differential taylorian 
transforms allows you to reduce the complex task to a simpler, thereby reducing computational complexity. 

Keywords: differential taylorian transformations,  the Fredholm integral equation of the first kind, incorrectness, inverse 
coefficient problem of temperature-conductivity. 
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