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Постановка проблеми в загальному вигляді  
та  аналіз  літератури 

Важливим показником ефективності систем ке-
рування військами і зброєю є вірогідність військово-
го зв'язку, яка виражається у здатності забезпечува-
ти точне відтворення переданих повідомлень у пун-
ктах приймання. Показником оцінки вірогідності є 
імовірність правильного приймання (Рпп). Як зворо-
тна величина також використовується показник 
утрати вірогідності – імовірність хибного прийман-
ня повідомлення (Рпом = 1 –  Рпп).  

Сучасні вимоги з вірогідності переданих даних в 
АСУВ істотно зросли. Так, відповідно до системи 
загальних технічних вимог до видів озброєнь і війсь-
кової техніки, вимоги до перспективних комплексів 
автоматизації і зв'язку складають Рпом < 10-9 – 10-12.  

Одним з основних і найбільш ефективних засобів 
підвищення вірогідності переданих даних по кана-
лах АСУВ є завадостійке кодування. Воно полягає у 
внесенні за визначеним алгоритмом у передані дані 
надлишковості (перевірочної частини). На прийма-
льній стороні декодер аналізує відповідність пере-
даних даних внесеній надмірності і зменшує дію 
помилок, що виникли при передаванні. 

Основна проблема теорії завадостійкого коду-
вання вперше сформульована в роботі Шеннона [1]  
– знайти коди з великою відносною швидкістю R і з 
великою мінімальною кодовою відстанню d. Вона  
випливає з наступної теореми. 

Теорема 1 [1]. Нехай С(P0) – пропускна здат-
ність дискретного симетричного каналу з імовірніс-
тю помилки P0. Тоді для кожного  > 0, якщо 
R < С(P0) і n досить велике, існує (n, k, d) код з від-
носною швидкістю k / n ≥ R, імовірність помилки 
декодування якого Pош < . 

Теорема 1 доведена імовірнісними методами і не 
дає механізм для побудови хороших кодів. Найбі-
льший розвиток у теорії кодування одержали лінійні 
блокові коди, для яких справедлива наступна теоре-
ма.  

Теорема 2 [2]. Якщо виконується рівняння  
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то існує лінійний (n, k, d) код над GF(q). 
Теорема 2 гарантує існування хороших лінійних 

кодів над GF(q) з параметрами (n, k, d), що задово-
льняють виразу (1), який одержав назву межі Вар-
шамова-Гілберта. На практиці частіше використо-
вують асимптотичні межі, що дають уявлення про 
граничні кодові характеристики при нескінченно 
великій довжині коду. Прологарифмуємо вираз (1) 
та одержимо 

  








 






2d

0i

ii
1nq 1qClogkn . 

Якщо спрямуємо n , одержимо асимптоти-
чну межу Варшамова-Гілберта: 

  qH1R ,                           (2) 

де n/d  – відносна мінімальна відстань коду як 
частка помилок у прийнятому слові, які може знай-
ти код;  

 xHq  – q-а функція ентропії на відрізку 
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Таким чином, проблема завадостійкого кодуван-
ня полягає в пошуку регулярних алгоритмів побудо-
ви таких лінійних блокових (n, k, d) кодів, парамет-
ри яких задовольняють кодову межу (1) і/або асимп-
тотичні кодові межі яких задовольняють вираз (2).  

Мета статті – виклад загальнотеоретичних по-
ложень алгебраїчної теорії блокових кодів, теорети-
чне узагальнення найбільш важливих класів алгеб-
раїчних блокових кодів через обмеження лінійних 
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блокових кодів, що виникають на алгебраїчних кри-
вих (алгеброгеометричних кодів) на довільне підпо-
ле, розробка методів і регулярних алгоритмів побу-
дови алгеброгеометричних кодів, алгоритмів коду-
вання і декодування. 

 
Основний  матеріал 

1. Загальні положення алгебраїчної теорії бло-
кових кодів. Першим успішним результатом побудо-
ви лінійних блокових кодів є циклічні коди [2 – 6].  

Кожен лінійний (n, k, d) код над GF(q) є підпрос-
тором GFk(q) простору GFn(q). Циклічний код є по-
одиноким випадком підпростору, тому що має дода-
ткову властивість циклічності. Кожен вектор з 
GFn(q) можна представити многочленом від форма-
льної змінної x ступеня не вище n – 1. Компоненти 
вектора ототожнюються з коефіцієнтами многочле-
на. Множина многочленів має структуру векторного 
простору, яка ідентична структурі простору GFn(q), а 
також структуру кільця многочленів GF(q)[x]/(xn – 1). 
У кільці многочленів визначено множення 

  (x)p (x)pR  (x)p (x)p 211x21 n 


, 

тоді  циклічний зсув запишеться у вигляді  

  p(x) xR  p(x) x
1xn 


. 

Якщо кодові слова (n, k, d) коду над GF(q) зада-
ються у вигляді многочленів, то код є підмножиною 
кільця GF(q)[x]/(xn – 1). Код є циклічним, якщо ра-
зом з кодовим словом c(x) він містить також много-
член x c(x).  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 3 [2]. Єдиний наведений ненульовий 

многочлен g(x) найменшого степеня r = n – k одно-
значно задає (n, k, d) циклічний код над GF(q) і по-
значається породним многочленом, причому  
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де i  GF(qm).  
Многочлен g(x) ділить многочлен xn – 1, який у 

свою чергу ділить многочлен xm – 1, так що g(x) 

ділить також 1x 1qm
 . Нехай  – примітивний 

елемент поля GF(qm), qm – 1 = n  b і  = b. Тоді всі 
корені многочлена xn – 1, як і корені многочлена 
g(x), вичерпуються степенями елемента . Прості 
дільники многочлена xn – 1 мають своїми коренями 
тільки такі елементи. Іншими словами, якщо вико-
ристовувати  = b замість  і обмежитися множи-
ною породного многочлена у вигляді степенів , то 
одержимо код довжини n = (qm – 1) / b. Якщо b = 1, 
то  = , n = qm – 1, такий код називають примітив-
ним [2 – 4]. 

Якщо g(x) = g0 + g1x + g2x2 + … grx
r, то в матри-

чній формі циклічний код задається своєю пород-
ною матрицею 
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або перевірочною матрицею  
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де h(x) = h0 + h1x + h2x2 + … hkxk – перевірочний 
многочлен циклічного коду, h(x)g(x) = xn – 1. 

Найбільше поширення серед циклічних кодів 
одержали коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінхгема (БЧХ), 
у яких як корені g(x) використовується 2t послідов-
них степенів довільного елемента   GF(qm) (як 
показано вище, не обов'язково примітивного). Ін-
шими словами породний многочлен визначається як 

g(x) = Н.О.К. [fj(x), fj+1(x), …, fj+2t-1(x)],      (3) 

де fi(x) – мінімальний многочлен елемента i  
 GF(qm), i = j, …, j + 2t – 1...  

Коренями fi(x) є також всі елементи класу спря-
жених елементів  
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де s – найменше ціле число, таке, що  


sq , s < m. 

Довжина коду дорівнює порядкові елемента , 
тобто найменшому n, для якого  n = 1. Отже, код 
БЧХ можна задати перевірочною матрицею вигляду 
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де кожен елемент повинен бути замінений на відпо-
відний стовпець з m елементів над GF(q).  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 4 [2]. Параметри циклічного блокового 

(n, k, d) коду БЧХ над GF(q), заданого породним 
многочленом вигляду (3) з коренями   GF(qm), 
задовольняють умові  

d ≥ 2t + 1, k ≥ n – m 2t. 
Теорема 4 дає нижню межу розмірності коду 
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БЧХ і його мінімальної кодової відстані. Кодові па-
раметри більшості кодів БЧХ як правило лежать 
вище цієї межі. Так, наприклад, над GF(2m) викону-
ється рівність fj(x) =  f2j(x), отже, для примітивного 
двійкового коду БЧХ кодові межі з теореми 4 можна 
переписати у вигляді  

d ≥ 2t + 1, k ≥ n – m∙t.  
Породна матриця запишеться у вигляді 
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де кожен елемент заміняються відповідним m-роз- 
рядним двійковим стовпцем. Короткі коди БЧХ во-
лодіють хорошими кодовими параметрами і лежать 
вище межі Варшамова-Гілберта. На жаль, із зрос-
танням довжини коду їх характеристики погіршу-
ються. 

Розглянемо випадок для m = 1. Тоді поле симво-
лів (n, k, d) коду над GF(q) збігається з полем 
GF(qm). Якщо код примітивний, то одержимо код 
Ріда-Соломона (РС), довжина якого дорівнює n = qm 
– 1 = = q – 1.  

Справедлива наступна теорема.  
Теорема 5 [2]. Код РС має мінімальну відстань 

d = n – k + 1 і є кодом з максимально досяжною ко-
довою відстанню (МДВ кодом). Породний многоч-
лен запишеться у вигляді  
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де t – конструктивна здатність коду, що виправ-
ляє   2/1dt  , причому n – k = 2t. Породна мат-
риця відповідає виразу (4). 

Вираз  
d  n – k + 1 

(границя Синлгтона) встановлює верхню межу для 
параметрів лінійного блокового (n, k, d) коду [2 – 4]. 
Теорема 4 стверджує, що при фіксованих n і k не 
існує коду, у якого мінімальна відстань більше, ніж 
у кода РС. Водночас коди РС є коротшими за всі 
інші циклічні коди над тим же алфавітом.  

Визначення 1 [2, 4]. Нехай Х = (Х1, Х2, …, Хn) – 
вектор над GF(qm), причому всі Хi – різні елементи 
GF(qm). Нехай також h = (h1, h2, …, hn) – вектор над 
GF(qm) з необов'язково різними hi елементами 
GF(qm). Тоді (n, k, d) узагальнений код Ріда-
Соломона ОРСk(Х, h) складається з усіх векторів 
вигляду 

(h1∙F(Х1), h2∙F(Х2), …, hn∙F(Хn)), 
де F(x) – будь-який многочлен з коефіцієнтами з 

GF(qm), степінь якого не перевищує k. Код ОРС є 
кодом з максимально досяжною кодовою відстанню, 
тобто d = r + 1,  r = n – k. Перевірочна матриця 
ОРСk(Х, h) дорівнює 
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де вектор Y = (Y1, Y2, …, Yn) такий, що 
Yi  GF(qm), Yi ≠ 0 і ОРС

k(Х, h) = ОРСr(Х, Y).  
Коди ОРС дають механізм побудови великого 

класу альтернантних кодів [2].  
Визначення 2 [2, 4]. Альтернантний (n, k, d) код 

A(X, h) складається з усіх слів коду ОРС
k(Х, h) 

таких, що їх компоненти лежать у полі GF(q). Інши-
ми словами, A(X, h) дорівнює обмеженню коду 
ОРСk(Х, h) на підполі GF(q). Таким чином, A(X, h) 
складається з усіх векторів X над GF(q), що задово-
льняють рівність  

H XT = 0, 

де H – перевірочна матриця ОРСk(Х, h), що задаєть-
ся виразом (5). 

Параметри альтернантного (n, k, d) коду A(X, h) 
пов'язані співвідношенням 

n – mr  k  n – r; d ≥ r + 1. 
Породна матриця A(X, h) може бути отримана 

заміною кожного елемента матриці H коду ОРС від-
повідним вектором-стовпцем довжини m над GF(q).  

Альтернантні коди являють собою великий клас 
лінійних блокових кодів і узагальнюють (містять як 
підклас) усі розглянуті вище випадки. Справедливі 
наступні леми. 

Лема 1. Альтернантні коди узагальнюють (міс-
тять) усі циклічні коди. 

Доведення. Дійсно, довільний (n, k, d) альтер- 
нантний код A(X, h) над GF(q) складається з усіх 
слів коду ОРС

k(Х, h) над GF(qm), таких, що їх ком-
поненти лежать у полі GF(q). За визначенням, 
(n, k, d) код ОРСk(Х, h) складається з усіх векторів 
вигляду (h1∙ F(Х1), h2∙F(Х2), …, hn∙F(Хn)), де F(x) – 
будь-який многочлен з коефіцієнтами з GF(qm), сте-
пінь якого не перевищує k. Якщо h = (h1, h2, …, hn) – 
одиничний вектор, а вектор Х = (Х1, Х2, …, Хn) міс-
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тить усі елементи GF(qm), то відповідний їм альтер-
нантний код A(X, h) над GF(q) задається многочле-
ном F(x), степінь якого не перевищує k. Якщо F(x) – 
наведений ненульовий многочлен, то, мабуть, 
F(x) = g(x) і, за теоремою 3, маємо (n, k, d) цикліч-
ний код над GF(q). 

Лема 2. Альтернантні коди узагальнюють (міс-
тять) усі коди БЧХ. 

Доведення очевидне. Коди БЧХ – підклас циклі-
чних кодів. Якщо многочлен F(x) = g(x) (лема 1) 
задається виразом (3), то за теоремою 4 маємо 
(n, k, d) циклічний код БЧХ над GF(q). 

Лема 3. Альтернантні коди узагальнюють (міс-
тять) усі коди РС. 

Доведення. За визначенням, (n, k, d) альтернантний 
код A(X, h) над GF(q) складається з усіх слів коду 
ОРС

k(Х, h). Якщо h = (h1, h2, …, hn) – одиничний век-
тор, вектор Х = (Х1, Х2, …, Хn) містить усі елементи 

GF(qm), а многочлен 
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i )x()x(g)x(F , то за 

теоремою 5 маємо (n, k, d) код РС над GF(qm). 
Альтернантні коди є могутнім класом алгебраїч-

них лінійних блокових кодів. Найбільш значними 
результатами їх побудови є коди Гоппи, коди Сріве-
стави й узагальнення Ченя-Чоя [2 – 6].  

Визначення 3 [2, 4]. Альтернантний (n, k, d) код 
Гоппи Г(L, G) над GF(q) складається з усіх векторів 
c = (с1, с2, …, сn) таких, що  

Rc(x)  0 mod G(x),                       (6) 

де 
 


n

1i i

i
c x

c
)x(R ;  

G(x) – многочлен з коефіцієнтами з GF(qm) (мно-
гочлен Гоппи);  

L = (1, 2, …, n) – підмножина елементів з 
GF(qm) таких, що G(i)  0 i L.  

Використовуючи введене визначення і вираз (6), 
можна задати перевірочну матрицю коду Гоппи. 
Дійсно, многочлен x – i у кільці многочленів за 
модулем G(x) має зворотний многочлен 
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Отже, вектор c = (с1, с2, …, сn) належить коду 
Гоппи Г(L, G) тоді і тільки тоді, коли 
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Прирівнюючи згідно з (7) нулеві всі коефіцієнти 
при xr-1, xr-2, …, 1, одержимо, що умова Hc = 0 ви-
конається, тільки якщо  
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перевірочна матриця 
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також задає визначений вище (n, k, d) код Гоппи 
Г(L, G) над GF(q). 
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Останній вираз при Y = (Y1, Y2, …, Yn), Y1 =  
= G-1(1), Y2 = G-1(2), …, Yn = G-1(n) еквіва-
лентний виразу (5). Перевірочну матрицю 
Г(L, G) над GF(q) з елементами з GF(q) можна 
одержати шляхом представлення кожного елеме-
нта з GF(qm) вектором-стовпцем довжини m сим-
волів з  GF(q).  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 6 [2]. Параметри (n, k, d) коду Гоппи 

Г(L, G) пов'язані співвідношеннями n = L, k ≥ n –
 – mr, r = deg G(x), d ≥ r + 1. Якщо G(x) – незвідний 
многочлен степеня r над GF(qm) і L = GF(qm), то 
існує код Гоппи над GF(qm) з параметрами, що ле-
жать на межі Варшамова-Гілберта. 

Теорема 6 гарантує існування хороших альтер-
нантних кодів, побудованих через многочлен Гоппи. 
Водночас не існує конструктивного способу побу-
дови хороших кодів Гоппи [2 – 6]. 

Іншим великим класом альтернантних кодів є 
узагальнені коди Срівестави. 

Визначення 4 [2]. Нехай (1, 2, …, n) і  
(1, 2, …, s) – дві множини різних елементів з 
GF(qm) та (1, 2, …, n) – множина ненульових еле-
ментів з GF(qm). Узагальнений (n, k, d) код Срівес-
тави – це такий альтернантний код над GF(q), пере-
вірочна матриця якого задається виразом (5), при-
чому вектор Y = (Y1, Y2, …, Yn) такий, що  









s

1j

t
ji

i
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)(
Y ,   i = 1, …, n...         (8) 

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 7 [2]. Параметри узагальненого (n, k, d) 

коду Срівестави пов'язані співвідношеннями: 
k ≥ n – mr, r = st, d ≥ r + 1. Блокова довжина узагаль-
нених кодів Срівестави не перевищує qm – s. Якщо 
n = qm – s то, за аналогією з кодами БЧХ, коди Срі-
вестави називають примітивними.  

Іншим поодиноким випадком альтернантних ко-
дів є узагальнення Ченя-Чоя кодів БЧХ – далі уза-
гальнені коди БЧХ (ОБЧХ). 

Визначення 5 [2]. Нехай n і q взаємно прості, 
GF(qm) – найменше розширення поля GF(q), що міс-
тить усі корені з одиниці, P(x) і G(x) – взаємно прос-
ті з xn – 1 многочлени з коефіцієнтами з GF(qm), 
причому deg(x)  n – 1, r = deg(x)  n – 1. Узагальне-
ний код БЧХ ОБЧХ(P, G) – це такий альтернантний 
код над GF(q), перевірочна матриця якого задається 
виразом (5), причому вектор Х = (Х1, Х2, …, Хn) 
складається з усіх коренів з одиниці, тобто Х =  
= (0, 1, 2, …, n-1) і вектор Y = (Y1, Y2, …, Yn) 
такий, що  

1i

1i
1i

i g
p

Y



 

 , I = 1, …, n...              (9) 

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 8 [2]. Параметри (n, k, d) коду ОБЧХ(P, G) 

пов'язані співвідношеннями k ≥ n – mr, r = deg(x)   
 n – 1, d ≥ r + 1. 

Лема 4. Коди ОБЧХ(P, G) узагальнюють (міс-
тять) усі коди БЧХ. 

Доведення. Очевидно, що якщо P(x) = xj+2t-2 і 
G(x) = xj-1, то код ОБЧХ(P, G) є кодом БЧХ із пере-
вірочною матрицею вигляду (4). 

Таким чином альтернантні коди є великим кла-
сом лінійних блокових кодів, що містить у собі усі 
циклічні коди, коди БЧХ та їх узагальнення, коди 
Ріда-Соломона та їх узагальнення, коди Гоппи, коди 
Срівестави тощо [2 – 6]. У [2, 4] показано, що при 
відповідному виборі вектора-шаблона Y = (Y1, Y2, 
…, Yn) вдається побудувати хороші блокові коди, 
які лежать вище межі Варшамова-Гілберта, що уз-
годжується з результатом теореми 6. Однак для ве-
ликих n невідоме правило вибору хороших шабло-
нів і, відповідно, конструктивних алгоритмів побу-
дови хороших блокових кодів. Як показано нижче, 
алгебраїчні блокові коди, побудовані за алгебраїч-
ними кривими (алгеброгеометрині коди), мають хо-
роші конструктивні характеристики і регулярні ал-
горитми їх побудови. 

2. Алгеброгеометричні коди. Одним з перспек-
тивних напрямків у розвитку алгебраїчної теорії 
кодів є методи алгеброгеометричного кодування  
[7 – 8]. Доведено, що при великій довжині ці коди 
лежать вище межі Варшамова-Гілберта [9 – 11]. У 
[12] наведено, що застосування алгеброгеометрич-
них кодів для завадостійкої передачі даних дискрет-
ним каналом з незалежними помилками дозволяє 
одержати значний енергетичний виграш. 

Зафіксуємо кінцеве поле GF(q). Нехай X – гладка 
проективна алгебраїчна крива в проективному прос-
торі Pn над GF(q), g = g(X) – рід кривої, X(GF(q)) – 
множина її точок над кінцевим полем, N = X(GF(q)) – 
їх кількість. Нехай С – клас дивізорів на X степені 
 > g – 1. Тоді C визначає відображення : X  Pk-1, 
де k   – g + 1. Набір yi = (xi) задає код. Кількість 
точок у перетині (X) з гіперплощиною дорівнює , 
тобто n – d  . Ця конструкція дозволяє будувати 
коди з параметрами k + d  n – g + 1, довжина n яких 
менше або дорівнює кількості точок на кривій X. 
При 2g <   n алгеброгеометричний код має пара-
метри (n,  – g + 1, d), d   n – . Двійковий до нього 
код також є алгеброгеометричним і має параметри 
(n, n –  + g – 1, d), d   – 2g +2 [7 – 8].  

Дамо наступне визначення алгеброгеометрично-
го коду. 

Визначення 6 [13]. Нехай Х – гладка проективна 
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алгебраїчна крива в проективному просторі Pn, тобто 
сукупність розвязань однорідного незвідного алгебра-
їчного рівняння степеня degX з коефіцієнтами з GF(q). 
Розглянемо многостатності, що відповідають проекти-
вним гіперповерхням, заданим у Pn рівняннями F = 0, 
де F – однорідні одночлени степеня degF. Нехай I(I0, I1, 
…, Ik-1) – інформаційна послідовність. Алгеброгеомет-
ричний код над GF(q), побудований через відображен-
ня кривої Х вигляду : EC  Pk–1  – це лінійний код 
довжини n  N, кодові слова C(с0, с1, …, сn-1) якого 
задаються рівнянням  







1k

0i
iijj ,c)P(FI                       (10) 

де Pi(Xi, Yi, Zi) – проективні точки кривої Х, тобто 
(Xi, Yi, Zi) – розвязання однорідного алгебраїчного 
рівняння, що задають криву Х, n,1i  ; )P(F ij  – зна-

чення генераторних функцій у точках кривої.  
Це визначення рівносильно матричному пред-

ставленню алгеброгеометричного коду: 
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k,nij PF  –                        (11) 

–  породна матриця розмірності kn, k =  – g +  
+ 1,  = degХdegF. 

Визначення 7 [13]. Нехай Х – гладка проективна 
алгебраїчна крива в Pn, тобто сукупність розвязань 
однорідного незвідного алгебраїчного рівняння сте-
пеня degХ з коефіцієнтами з GF(q), F – однорідні 
одночлени ступеня deg. Алгеброгеометричний код 
над GF(q) побудований через відображення кривої Х 
вигляду : EC  Pr-1 – це лінійний код, що склада-
ється з усіх слів (с0, с1, …, сn-1) довжини n  N, для 
яких виконується рівність d + g – 1 рівнянь 







1n

0i
iji 0)P(Fc ,                        (12) 

де сi  GF(q), d   – 2g + 2,  = degХ  degF. 
Це визначення рівносильне матричному предста-

вленню алгеброгеометричного коду 

0)с...,,с,с(Н Т
1n10  , 

де Н – перевірочна матриця коду розмірності r  n, 
r = n – k = d + g – 2 
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Визначення 8. Еліптичною кривою (EК) в афін-
ному просторі А2 над полем GF(q) називається гла-
дка крива, задана рівнянням  

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x2 + a4x + a6,      (14) 

або в Р2 задана однорідним рівнянням 

y2z + a1xyz + a3yz2 = x3 + a2x2z + a4xz + a6z3, (15) 

де ai  GF(q), рід кривої g = 1. 
Нехай ))q(GF(X  – множина точок гладкої прое-

ктивної кривої X  над кінцевим полем )q(GF , 

))q(GF(XN   – їх кількість. Кількість N  точок 
кривої X  над )q(GF  обмежена зверху виразом Ха-
се-Вейля [7 – 8] 

1qgq2N  ,                   (16) 

де g – рід кривої. 
Точні значення верхньої межі кількості точок 

еліптичної кривої над GF(q), q = 2m, 10,2m   наве-
дені в табл. 1. 

Таблиця 1 
Оцінка верхньої межі кількості точок  

еліптичної проективної кривої 
GF(2m)  )q(GFECN   

GF(22) 9 
GF(23) 14 
GF(24) 25 
GF(25) 44 
GF(26) 81 
GF(27) 151 
GF(28) 289 
GF(29) 558 
GF(210) 1089 

 
Теорема 9. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 

над GF(q), побудований через відображення еліпти-
чної кривої вигляду : EC  Pk-1, пов'язаний харак-
теристиками  

k + d  n, 
причому 
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Доведення. Нехай EC – гладка проективна еліп-
тична крива в проективному просторі P2 над GF(q), 
g = g(EC) = 1, EC(GF(q)) – множина її точок над 
GF(q), N = EC(GF(q)) – їх кількість. За теоремою 
Хасе-Вейля кількість точок гладкої проективної 
кривої роду g у Р2 над GF(q) обмежена зверху вира-

зом 1qqg2N  . Для еліптичної кривої цей 

вираз набере вигляду 1qq2N  . За визначен-

ням, n  N, отже 1qq2n  .  

 Нехай С – клас дивізорів на EC степеня  > 0. 
Тоді C визначає відображення : EC  Pk-1, де 
k  .  Набір yi = (xi) задає код. Кількість точок у 
перетині (EC) з гіперплощиною дорівнює , тобто 
n – d  . Отже, параметри алгеброгеометричного 
коду по еліптичній кривій пов'язані співвідношенням  
k + d  n, причому d  n – . Степінь degEC = 3, от-
же,  = 3degF. 

Теорема 10. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення еліпти-
чної кривої вигляду : EC  Pr-1, пов'язаний харак-
теристиками  

k + d  n, 
причому 
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Доведення. Нехай, як і колись, EC – гладка 
проективна еліптична крива в проективному прос-
торі P2 над GF(q), g = g(EC) = 1, EC(GF(q)) – мно-
жина її точок над GF(q), N = EC(GF(q)) – їх кіль-

кість. З теореми 9 маємо 1qq2n  . Нехай С – 

клас дивізорів на EC степеня  > 0. Тоді C визна-
чає відображення : EC  Pr-1, де r  , отже, 
k = n – r  n – . Набір yi = (xi) задає код. Кіль-
кість точок у перетині (EC) з гіперплощиною до-
рівнює , тобто d  , параметри еліптичного коду 
пов'язані співвідношенням k + d  n, degEC = 3, 
 = 3 degF. 

Визначення 9 [11]. Кривою Гурвица (Hurwitz 
curve) у проективному просторі Р2 над полем GF(q) 
називається гладка крива, задана однорідним рів-
нянням  

0xzzyyx mmm  ,                (19) 

де 3rq  , r  – позитивне ціле число,  характеристи-

ка поля GF(q) ділиться на 1mm2  . 

Рід такої кривої визначається з рівняння  

2
q)1q(g

3/13/1 
 .                      (20) 

Кількість точок кривої Гурвіца нижче межі Хасе-
Вейля  і визначається виразом вигляду 

1q2q2qN 3/13/2  .               (21) 

Точні значення верхньої межі кількості точок 
кривої Гурвіца над GF(q), q = 2m, 10,2m   наведені 
в табл. 2. 

Таблиця 2 
Оцінка верхньої межі кількості  

точок кривої Гурвіца 

GF(2m)  )q(GFECN   

GF(23) 21 
GF(26) 105 
GF(29) 197 

 
Теорема 11. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 

над GF(q), побудований через відображення кривої 
Гурвіца вигляду : HurС  Pk-1, пов'язаний харак-
теристиками 
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причому 
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Доведення. Нехай Hur – гладка проективна крива 
Гурвіца в проективному просторі P2 над GF(q), 

2
q)1q(g(HurC)  g

3/13/1 
 , HurСGF(q)) – множина 

її точок над GF(q), N =HurС(GF(q)) – їх кількість. 

Для кривої Гурвіца 1q2q2qN 3/13/2  . За 

визначенням n  N, отже 1q2q2qn 3/13/1  .  
 Нехай С – клас дивізорів на HurС степеня  > 0. 

Тоді C визначає відображення : HurС Pk-1, де 

1
2

q)1q(k
3/13/1



 .  Набір yi = (xi) задає код. 

Кількість точок у перетині (HurС) з гіперплощи-
ною дорівнює , тобто n – d  . Отже параметри 
алгеброгеометричного коду за кривою Ерміта пов'я-

зані співвідношенням 1
2

q)1q(ndk
3/13/1



 , 

причому d  n – . Степінь 1mHurCdeg  , отже 
  Fdeg1m . 
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Теорема 12. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Гурвіца вигляду : HurС  Pr-1 пов'язаний характе-
ристиками  

1
2

q)1q(ndk
3/13/1



  , 

причому  

 


























.Fdeg1q

;2q)1q(d

;1
2

q)1q(nk

;1q2q2qn

3/13/1

3/13/1

3/13/2

         (23) 

Доведення. Нехай, як і колись, HurС – гладка 
проективна крива Гурвіца в проективному просторі 
P2 над GF(q), 

2
q)1q(g(HurC)  g

3/13/1 
 , 

де HurС(GF(q)) – множина її точок над GF(q), 
N =HurС(GF(q)) – їх кількість. З теореми 11 має-
мо 1q2q2qn 3/13/2  . Нехай С – клас дивізо-
рів на HurС степеня  > 0. Тоді C визначає відобра-

ження : HurС  Pr-1, де 1
2

q)1q(r
3/13/1



 , 

отже 1
2

q)1q(nrnk
3/13/1



 . Набір yi = (xi) 

задає код. Кількість точок у перетині (HurС) з гі-
перплощиною дорівнює , тобто d   – (q1/3 + 1)  

2q 3/1  , параметри коду за кривою Гурвіца пов'я-
зані співвідношенням: 

1
2

q)1q(ndk
3/13/1



  ,  

1mHurCdeg  ,     Fdeg1m  . 

Визначення 10 [7 – 8, 11]. Кривою Ерміта 
(Hermit curve) у проективному просторі Р2 над по-
лем GF(q) називається гладка крива, задана однорі-
дним рівнянням  

0zyx 1q1q1q   ,            (24) 

де 2rq  ,  r  – позитивне ціле число.  
Рід такої кривої визначається виразом вигляду  

2
qq

g


 .                         (25) 

Кількість точок задовольняє верхню межу Хасе-
Вейля і визначається виразом вигляду 

1qqN  .                        (26) 

Точні значення верхньої межі кількості точок 
кривої Ерміта над GF(q), q = 2m, 10,2m   наведені 
в табл. 3. 

Таблиця 3 
Оцінка верхньої межі кількості  

точок кривої Ерміта 
GF(2m)  )q(GFECN   

GF(22) 9 
GF(24) 65 
GF(26) 513 
GF(28) 4097 
GF(210) 32769 

 
У ході проведених досліджень [11] виділено клас 

кривих (27) – (29), що дають 1qqN   розвязань 

над полем GF(q), q = r2, r – позитивне ціле число, 

при роді   2qqg  : 

0yzzyx qq1q  ;              (27) 

 qqq1q xyzxyxx  

;0yxz 1qq                        (28) 

 qqq1q xyzxyxx  

.0zyxz 1q1qq                  (29) 

Дослідження властивостей точок цих кривих по-
казали, що в полях GF(2m), m = 2, 4, 6, 8, 10 криві, 
задані рівняннями (27) – (29) дають кількість точок 

1qqN  , яка відповідає кількості точок кривої 
Ерміта. Рід кривих (27) – (29), кількість точок та 
алгебраїчний степінь еквівалентні відповідним по-
казникам кривої Ерміта. Проведені дослідження 
властивостей точок кривих (27) – (29) показали, що 

qqN   розвязань однозначно задаються набором 
P(X, Y, 1). Подібна форма дозволяє спростити про-
цедуру обчислення генераторних функцій у точках 
кривої. При укороченні на один символ коду для 
обчислення значення генераторних функцій у точ-
ках кривих (27) – (29) необхідно виконати дві опе-
рації піднесення до степеня й одну операцію мно-
ження.  

Теорема 13. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Ерміта вигляду : HC  Pk-1, пов'язаний характери-
стиками  

1
2

qq
ndk 


 , 



Системи озброєння і військова техніка 

 23 

причому 

 
























.Fdeg1q

;nd

;1
2

qq
k

;1qqn

                  (30) 

Доведення. Нехай HC – гладка проективна крива 
Ерміта в проективному просторі P2 над GF(q), 

2
qq

g(HC)  g


 , HC(GF(q)) – множина її точок 

над GF(q), N = HC(GF(q)) – їх кількість. Для кривої 
Ерміта 1qqN  . За визначенням n  N, отже 

1qqn  .  

 Нехай С – клас дивізорів на HC степеня  > 0. 
Тоді C визначає відображення : HC  Pk-1, де 

1
2

qq
k 


 . Набір yi = (xi) задає код. Кіль-

кість точок у перетині (HC) з гіперплощиною дорів-
нює , тобто n – d  . Отже параметри алгеброгео-
метричного коду по кривій Ерміта пов'язані співвід-

ношенням 1
2

qq
ndk 


 , причому d  n – . 

Степінь 1qHCdeg  , отже   Fdeg1q  . 

Теорема 14. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Ерміта вигляду : HC  Pr-1, пов'язаний характери-
стиками  

1
2

qq
ndk 


  , 

причому 

 


























.Fdeg1q

;2qqd

;1
2

qq
nk

;1qqn

                 (31) 

Доведення. Як і раніше, HC – гладка проективна 
крива Ерміта в проективному просторі P2 над GF(q), 

2
qq

g(HC)  g


 , HC(GF(q)) – множина її точок 

над GF(q), N = HC(GF(q)) – їх кількість. З теореми 13 
маємо 1qqn  . Нехай С – клас дивізорів  
на HC степеня  > 0. Тоді C визначає відобра- 

ження : HC  Pr-1, де 1
2

qq
r 


 , отже 

1
2

qq
nrnk 


 . Набір yi = (xi) задає 

код. Кількість точок у перетині (HC) з гіпер- 
площиною дорівнює , тобто 2qqd  , 
параметри еліптичного коду пов'язані співвідно- 

шенням 1
2

qq
ndk 


  , 1qHCdeg  , 

  Fdeg1q  . 
Визначення 11 [11]. Кривою Ферма (Ferma 

curve) у проективному просторі Р2 над полем GF(q) 
називається гладка крива, задана однорідним рів-
нянням  

0xxx 1qq1qq1qq 3/13/23/13/23/13/2
  ,  (32) 

де 3rq  , r  – позитивне ціле число. 
Рід такої кривої визначається виразом вигляду  

2
qq2qg

3/13/4 
 .                    (33) 

Кількість точок кривої Ферма нижче межі Хасе-
Вейля  і визначається виразом вигляду 

1qqqN 3/23/5  .                   (34) 

Точні значення верхньої межі кількості точок 
кривої Ферма над GF(q), q = 2m, 10,2m   наведені 
в табл. 4. 

Таблиця 4 
Оцінка верхньої межі кількості  

точок кривої Ферма 

GF(2m)  )q(GFECN   

GF(23) 27 

GF(26) 945 

GF(29) 32193 
 
Теорема 15. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 

над GF(q), побудований через відображення кривої 
Ферма вигляду : FC  Pk-1, зв'язаний характерис-
тиками  

1
2

qq2qndk
3/13/4



 , 

причому  

 
























.Fdeg1qq

;nd

;1
2

qq2qk

;1qqqn

3/13/2

3/13/4

3/23/5

              (35) 

Доведення. Нехай FC – гладка проективна крива 
Ферма в проективному просторі P2 над GF(q), 
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2
qq2qg(FC)  g

3/13/4 
 , FC(GF(q)) – множина її 

точок над GF(q), N =FC(GF(q)) – їх кількість. Для 

кривої Ферма 1qqqN 3/23/5  . За визначен-

ням n  N, отже 1qqqn 3/23/5  .  
 Нехай С – клас дивізорів на FC степеня  > 0. 

Тоді C визначає відображення : FC  Pk-1, де 

1
2

qq2qk
3/13/4



 . Набір yi = (xi) задає 

код. Кількість точок у перетині (FC) з гіперплощи-
ною дорівнює , тобто n – d  . Отже параметри ал-
геброгеометричного коду по кривій Ферма пов'язані 

співвідношенням 1
2

qq2qndk
3/13/4



 , при- 

чому d  n – . Степінь 1qqFCdeg 3/13/2  , от-

же,   Fdeg1qq 3/13/2  . 

Теорема 16. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Ферма вигляду : FC  Pr-1, пов'язаний характерис-
тиками  

1
2

qq2qndk
3/13/4



  , 

причому 

 


























.Fdeg1qq

;2qq2qd

;1
2

qq2qnk

;1qqqn

3/13/2

3/13/4

3/13/4

3/23/5

          (36) 

Доведення. Нехай, як і раніше, FC – гладка проекти-
вна крива Ферма в проективному просторі P2 над GF(q), 

2
qq2qg(FC)  g

3/13/4 
 , FC(GF(q)) – множина її 

точок над GF(q), N =FC(GF(q)) – їх кількість. З тео-
реми 15 маємо n  q5/3 – q – q2/3 + 1. С – клас дивізорів 
на FC степеня  > 0. Тоді C визначає відображення 

: FC  Pr-1, де 1
2

qq2qr
3/13/4



 , отже, 

1
2

qq2qnrnk
3/13/4



 . Набір yi = (xi) 

задає код. Кількість точок у перетині (FC) з гіпер-
площиною дорівнює , тобто d   – q4/3 – 2q +  
+ q1/3 + 2 , параметри коду за кривою Ферма зв'язані 

співвідношенням 1
2

qq2qndk
3/13/4



  , 

1qqFCdeg 3/13/2  ,   Fdeg1qq 3/13/2  . 

Визначення 12 [11]. Кривою Сузукі (Susuki 
curve) у проективному просторі Р2 над полем GF(q) 
називається гладка крива, задана однорідним рів-
нянням  

0)yxy(y)zxz(x 1qqq1qqq 00   ,      (37) 

де 1f22q  , f
0 2q  ;   

f – позитивне ціле число. 
Рід такої кривої визначається виразом вигляду  

 q2

qqg
2 

 .                             (38) 

Кількість точок кривої Сузукі нижче межі Хасе-
Вейля  і визначається виразом вигляду 

1qN 2  .                            (39) 

Точні значення верхньої межі кількості точок 
кривої Сузукі над GF(q), q = 2m, 10,2m   наведені 
в табл. 5. 

Таблиця 5  
Оцінка верхньої межі кількості  

точок кривої Сузукі 

GF(2m)  )q(GFECN   

GF(22) 17 

GF(23) 65 

GF(24) 257 

GF(25) 1025 

GF(26) 4097 

GF(27) 16385 

GF(28) 65537 

GF(29) 262145 

GF(210) 1048577 
 
У ході проведених досліджень виділено клас 

кривих (40) – (42), що дають 1qN 2   розвязань 

над полем GF(q) при роді 

 q2

qqg
2 

 : 

qq1q21q xzzxyyx   ;                (40) 

qq1qq21qq xzzxyxyyxyx   ;       (41) 

  21q21q1q1q yzxzyx  

.xzzxxyyx qqqq                 (42) 

Дослідження властивостей точок цих кривих, 
проведені в роботі, показали, що в полях GF(2m),  
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m = 2, 4, 6, 8, 10, криві, задані рівняннями (40) – (42) 
дають кількість точок 1qN 2  , що відповідає  
кількості точок кривої Сузукі. Очевидно, рід кривих 
(40) – (42), кількість  точок та алгебраїчний степінь 
еквівалентні відповідним показникам кривої Сузукі, 
заданої виразом (37).  

Теорема 17. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Сузукі вигляду : SC  Pk-1, пов'язаний характери-
стиками  

 
1

q2

qqndk
2




 , 

причому 

 

 
























.Fdeg1q
;nd

;1

q2

qqk

;1qn
2

2

                     (43) 

Доведення. Нехай SC – гладка проективна крива 
Сузукі в проективному просторі P2 над GF(q), 

 q2

qqg(SC)  g
2 

 , SC(GF(q)) – множина її точок 

над GF(q), N =SC(GF(q)) – їх кількість. Для кри-

вої Сузукі 1qN 2  . За визначенням n  N, отже 

1qn 2  .  
 Припустимо, що С – клас дивізорів на SC степеня 

 > 0. Тоді C визначає відображення : SC  Pk-1,  

де 

 
1

q2

qqk
2




 . Набір yi = (xi) задає код. Кі-

лькість точок у перетині (SC) з гіперплощиною  
дорівнює , тобто n – d  . Отже параметри  
алгеброгеометричного коду по кривій Ферма  

пов'язані співвідношенням 

 
1

q2

qqndk
2




 , 

причому d  n – . Степінь 1qSCdeg  , отже 
  Fdeg1q  . 

Теорема 18. Алгеброгеометричний (n, k, d) код 
над GF(q), побудований через відображення кривої 
Сузукі вигляду : SC  Pr-1, зв'язаний характерис-
тиками  

 
1

q2

qqndk
2




  , 

причому  

 

 
 


































.Fdeg1q

;2

q

qqd

;1

q2

qq
nk

;1qn

2

2

2

                (44) 

Доведення. Нехай, як і раніше, SC – гладка про- 
ективна крива Ферма в проективному просторі P2 

над GF(q), 

 q2

qqg(SC)  g
2 

 , SC(GF(q)) – множина 

її точок над GF(q), N =SC(GF(q)) – їх кількість.  З 

теореми 17 маємо 1qn 2  . Нехай С – клас дивізо-
рів на SC степеня  > 0. Тоді C визначає відобра-

ження : SC  Pr-1, де 

 
1

q2

qqr
2




 , отже 

 
1

q2

qqnrnk
2




 . Набір yi = (xi) задає 

код. Кількість точок у перетині (SC) з гіперплощи-

ною дорівнює , тобто 

 
2

q

qqd
2




 , параметри 

коду по кривій Сузукі пов'язані співвідношенням 

 
1

q2

qq
ndk

2



  , 1qSCdeg  ,   Fdeg1q  . 

3. Теоретичне узагальнення найбільш важли-
вих лінійних блокових кодів. Дослідимо зв'язок ал-
геброгеометричних і альтернантних кодів, методи 
побудови узагальнених кодів РС і альтернантних 
кодів через алгеброгеометричні коди. 

Як показали проведені дослідження, код Рида-
Соломона можна представити як код, побудований 
за проективною прямою. Його алгеброгеометричне 
узагальнення задається такою теоремою.  

Теорема 19. Алгеброгеометричний код, побудо-
ваний по проективній прямій над GF(q), визначає 
код РС. 

Доведення. Дійсно, нехай Х – проективна пряма 
над GF(q). Рід проективної прямої g = g(X) = 0, 
X(GF(q)) – множина її точок над GF(q), 
N =X(GF(q)) – їх кількість, N = q + 1. Точки пря-
мої визначаються гомогенними координатами (x, y) 
та мають значення )1,(P ii  , 1qi0   і 
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)0,1(Q   – особлива точка (точка невизначеності).  
Нехай С – клас дивізорів на Х степені  > 0. Тоді 

C визначає відображення : Х  Pk-1, де 1k  . 
Набір yi = (xi) задає (n, k, d) код. Кількість точок у 
перетині (Х) з гіперплощиною дорівнює , тобто 
n – d  . Отже n  N, 1k  , d  n – , Fdeg . 

Якщо C визначає відображення : Х  Pr-1, де 
1r  , то yi = (xi) задає код (n, k, d) з парамет-

рами n  N, 1nk  , d   + 2, Fdeg . Па-
раметри алгеброгеометричного коду за проективною 
прямою пов'язані співвідношенням k + d  n + 1, що 
відповідають коду РС. 

Висновок 1. Якщо алгеброгеометричний код бу-
дується через відображення точок )1,(P ii  , 

1qi1  , то код визначається як  

 ZF))P(F),...,P(F(C 1q1   , 

де Z  – множина раціональних функцій на Х, що 
визначені в кожній точці і мають полюс порядку 
менше . Очевидно, що це код РС із (n, k, d) параме-
трами  (q – 1, , q – 1 – ). 

Висновок 2. Якщо алгеброгеометричний код бу-
дується через відображення точок )1,(P ii  , 

1qi0  , то код визначається як  

 ZF))P(F),...,P(F),P(F(C 1q10   , 

і маємо розширений на один символ код РС із 
(n, k, d) параметрами: (q, , q – ).  

Висновок 3. Якщо алгеброгеометричний код бу-
дується через відображення точок )0,1(Q  , 

)1,(P ii  , 1qi0  , то код визначається як  

 ZF))P(F),...,P(F),P(F),Q(F(C 1q10   , 

і маємо розширений на два символи код РС із 
(n, k, d) параметрами (q + 1, , q + 1 – ).  

Результат теореми 19 та її висновки установлю-
ють важливий зв'язок між великими класами аль- 
тернантних і алгеброгеометричних кодів. Дійсно, у 
визначенні альтернантних кодів використовується 
породна матриця узагальненого коду РС (визначен-
ня 1, 2). Використовуючи узагальнення кодів РС, 
побудованих через відображення проективної пря-
мої (алгеброгеометричний код з теореми 19), одер-
жимо необхідний інструмент для побудови довіль-
ного альтернантного коду.  

Справедлива така теорема. 
Теорема 20. Узагальнений код РС, заданий пере-

вірочною матрицею вигляду (5), однозначно зада-
ється алгеброгеометричним кодом, побудованим 
через відображення проективної прямої.  

Доведення. Дійсно, якщо точки проективної 
прямої представити у вигляді пар (x, y), то відобра-

ження С з теореми 19 породжує генераторну матри-
цю (права частина виразу (5)). Якщо C визначає ві-
дображення : Х  Pr-1, де 1r  , то yi = Yi∙(xi) 
задає (n, k, d) код ОРС із перевірочною матрицею 
вигляду (5). Справедливі також висновки 1 – 3 тео-
реми 19, що задають розширені коди ОРС. 

Результат останньої теореми дозволяє визначити 
код ОРС через відображення проективної прямої, 
тобто задавати перевірочну матрицю ОРС  коду за 
допомогою генераторної матриці алгеброгеометри-
чного коду. Справедливо також узагальнення всього 
класу альтернантних кодів, що задається такою тео-
ремою. 

Теорема 21.  Альтернантний код, заданий обме-
женням коду ОРС, однозначно задається відповід-
ним обмеженням алгеброгеометричного коду, побу-
дованого через відображення проективної прямої.  

Доведення. За визначенням 2, альтернантний код 
над GF(q) складається з усіх слів коду ОРС над 
GF(qm) таких, що їх компоненти лежать у полі 
GF(q), тобто дорівнює обмеженню коду ОРС на під-
полі GF(q). При побудові перевірочної матриці аль-
тернантного коду над GF(q) кожен символ генерато-
рної матриці заміняється вектором-стовпцем дов-
жини m символів з GF(q). За теоремою 20, код ОРС 
над GF(qm) однозначно задається алгеброгеометри-
чним кодом над GF(qm), побудованим по проектив-
ній прямій. Отже, генераторна матриця алгеброгео-
метричного коду задає перевірочну матрицю ОРС 
коду, яка у свою чергу задає перевірочну матрицю 
альтернантного коду.  

Висновок 1. Будь-який циклічний код над GF(q) 
може бути заданий відповідним обмеженням алгеб-
рогеометричного коду, заданого над GF(qm).  

Доведення. За лемою 1 альтернантні коди уза-
гальнюють (містять) усі циклічні коди. За теоремою 
20 альтернантний код задається обмеженням алгеб-
рогеометричного коду. Отже існує відповідне обме-
ження алгеброгеометричного коду, що породжує 
довільний циклічний код.  

Висновок 2.  Будь-який код БЧХ над GF(q) може 
бути заданий відповідним обмеженням алгеброгео-
метричного коду, заданого над GF(qm).  

Доведення аналогічне доведенню висновка 1.  
Коди БЧХ – підклас циклічних кодів. Отже за тео-
ремою 20 і лемою 2 існує відповідне обмеження 
алгеброгеометричного коду, що породжує довільний 
код БЧХ.  

Висновок 3. Довільний код Гоппи над GF(q) мо-
же бути заданий відповідним обмеженням алгебро-
геометричного коду, заданого над GF(qm).  

Доведення. За визначенням 3, кодом Гоппи є 
альтернантний код з Y = (Y1, Y2, …, Yn), Y1 =  
= G-1(1), Y2 = G-1(2), …, Yn = G-1(n) у виразі (5). 
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Представимо точки проективної прямої у вигляді 
пар (x = 1, y), причому y1 = Y1, y2 = Y2, …, yn = Yn... 
Тоді генераторна матриця алгеброгеометричного 
коду, побудованого через відповідне відображення 
проективної прямої, однозначно задає перевірочну 
матрицю ОРС коду, обмеження якого задає шуканий 
альтернантний код Гоппи. 

Висновок 4. Довільний код Срівестави над GF(q) 
може бути заданий відповідним обмеженням алгеб-
рогеометричного коду, заданого над GF(qm).  

Доведення аналогічне доведенню висновку 3.  
Висновок 5. Довільний код ОБЧХ над GF(q) мо-

же бути заданий відповідним обмеженням алгебро-
геометричного коду, заданого над GF(qm).  

Доведення аналогічне доведенню висновку 3.  
Використовуючи викладений вище підхід до 

опису альтернантних кодів, введемо новий клас ал-
гебраїчних блокових кодів. Скористаємося введе-
ним визначенням алгеброгеометричного коду 
GF(qm). З кодових слів цього коду задамо лінійний 
підпростір у GFn(q). Введемо наступне визначення. 

Визначення 12. Зрізаний алгеброгеометричний 
(n, k, d) код над GF(q) складається з усіх слів коду 
алгеброгеометричного (N, K, D) коду над GF(qm) 
таких, що їх компоненти лежать у полі GF(q). Інши-
ми словами, зрізаний код дорівнює обмеженню ви-
хідного коду на підполі GF(q), а перевірочна матри-
ця зрізаного коду може бути отримана заміною  
кожного елемента перевірочної матриці алгеброгео-
метричного коду відповідним вектором-стовпцем 
довжини m над GF(q).  

Таким чином, кодові слова зрізаного коду скла-
даються з усіх векторів X над GF(q), що задоволь-
няють рівнянню  

H ∙ XT = 0, 
де H – перевірочна матриця алгеброгеометрического 
(N, K, D) коду над GF(qm).  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 1. Параметри зрізаного (n, k, d) коду 

зв'язані співвідношеннями  
n = N; 

N – m(N – K)  k  K;  

d ≥ D. 
Доведення. Визначений вище зрізаний код є об-

меженням алгеброгеометричного (N, K, D) коду над 
GF(qm) на підполі GF(q), що у свою чергу є підпрос-
тором GFK(q) простору GFN(q). Практично це озна-
чає, що кодові слова зрізаного коду над GF(q) нале-
жать (N, K, D) кодові над GF(qm) та є векторами з 
GFN(q), тобто n = N. Обмеження (N, K, D) коду над 
GF(qm) на підполі GF(q) не збільшує розмірність 
підпростору GFK(q), тобто k  K. Водночас обме-

ження алгеброгеометричного коду через заміну  
кожного елемента його перевірочної матриці на век-
тор-стовпець довжини m над GF(q) може привести 
до зменшення розмірності коду. У результаті такої 
заміни (N – K) рядків матриці Н перетворяться в  
m(N – K) рядків, що зададуть базис лінійного прос-
тору GFr(q) розмірності L  m(N – K). З умови взає-
мної ортогональности елементів GFr(q) і GFk(q) ма-
ємо n – m(N – K)  k, звідси N – m(N – K)  k. І, на-
решті, відображення елементів з GF(qm) в елементи 
GF(q) не зменшує ваги векторів з GFk(q), отже d ≥ D. 

Кожен лінійний (n, k, d) код над GF(q) є підпрос-
тором GFk(q) простору GFn(q). 

 Породна матриця зрізаного коду може бути 
отримана заміною кожного елемента перевірочної 
матриці алгеброгеометричного коду відповідним 
вектором-стовпцем довжини m над GF(q).  

4. Алгоритми кодування алгеброгеометрични-
ми кодами та їх підкодами. У [13] пропонуються 
способи систематичного і несистематичного коду-
вання, що дозволяють формувати кодові слова для 
довільних k символів повідомлення і припускаючих 
практичну реалізацію кодів по довільній кривій у P2 
над GF(q). Складність реалізації знижена на 30 % за 
рахунок побудови генераторної матриці коду відо-
браженням тільки точок кривої вигляду Р(X, Y, 1).   

Розглянемо криву X  у 2P  над )q(GF , а також 
многостатності, що відповідають проективним гі-
перповерхням, заданим у 2P  рівняннями 0F  , де 
F  – однорідні одночлени.  

При систематичному кодуванні скористаємося 
визначенням алгеброгеометричного коду, побудова-
ного через перевірочну матрицю. 

Систематичний спосіб алгеброгеометричного 
кодування полягає в наступному [13]. Нехай I – 
множина k інформаційних позицій кодового слова 
(тобто множина номерів позицій, що входять у за-
даний інформаційний набір коду) і h – множина 
r = n – k перевірочних позицій. Об'єднання множин 
Ih містить усі цілі числа (номери) від 0 до n – 1. На 
інформаційних позиціях розмістимо k символів по-
відомлення, а на перевірочних – нулі. Обчислимо 
суми 





Ii

ijij )P(FcS , 1r,0j   

або в матричній формі 

T
kir,kijrj c)P(FS  .                (45) 

Завдання полягає в тому, щоб обчислити і запи-
сати на перевірочних позиціях такі символи сi, i  h, 
що задовольняють рівнянню (11). З визначення ал-
геброгеометричного коду випливає, що значення 
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r = n – k перевірочних символів можуть бути знай-
дені із системи лінійних рівнянь 





hi

jiji S)P(Fс , 1r,0j  . 

У матричному представленні останній запис ек-
вівалентний виразу 

rj
T
rir,rij Sс)P(F  . 

Для знаходження значень r = n – k перевірочних 
символів можна використовувати методи зворотних 
матриць [13]. Запишемо в матричній формі  

T

rj
1

r,rijri S)P(Fс 


,               (46) 

де 
1

r,rij )P(F


 – зворотна матриця;  

 
r,r

ij1

r,rij
)P(FA

)P(F





; 

 )P(FА ij  – алгебраїчне доповнення елемента 

)P(F ij ; 

 – визначник матриці 
r,rij )P(F . 

Оскільки розміщення перевірочних позицій зви-
чайно відомо і фіксовано, то заздалегідь можна 
знайти зворотну матрицю для системи рівнянь (11) і 
одержати всі перевірочні символи множенням век-

тора (S0, S1, …, Sr-1) на матрицю 
1

r,rij )P(F


.  

Як інформаційні можуть бути обрані будь-які k 
позицій кодового слова. Отже завжди можна вибра-
ти таку множину перевірочних (та інформаційних) 

позицій, для якої матриця 
1

r,rij )P(F


 найбільш зруч-

на в обчисленні. 
Таким чином, для реалізації систематичного спо-

собу алгеброгеометричного кодування досить збері-

гати елементи матриць 
r,kij )P(F  і 

1

r,rij )P(F


 або 

по черзі обчислювати 
r,kij )P(F як значення гене-

раторних функцій у точках кривої.  
Алгоритм систематичного кодування задамо у 

вигляді послідовності наступних кроків. 
Крок 1. На заздалегідь визначені інформаційні 

позиції кодового слова помістимо k символів пові- 
домлення.  

Крок 2. Обчислимо за виразом (11) матрицю-
рядок 

rjS . 

Крок 3. Обчислимо за виразом (12) матрицю-
рядок riс . 

Крок 4. Помістимо елементи матриці riс на пе-

ревірочні позиції кодового слова. 
Несистематичний спосіб кодування полягає в на-

ступному [13]. Несистематичне кодування алгорит-
мічно простіше, але його використання передбачає 
виділення інформаційної частини повідомлення на 
приймальній стороні з декодованого кодового слова, 
що вимагає додаткових обчислювальних витрат.  

Скористаємося визначенням алгеброгеометрич-
ного коду через породну матрицю. Кодове слово у 
цьому випадку може бути сформоване за таким пра-
вилом: 





Ii

ijji )P(FIc , 1n,0i   

або в матричній формі як добуток інформаційного 
вектора-рядка на породну матрицю: 

T
kik,nji

T
kinj I)P(FIGс  .         (47) 

Таким чином, для реалізації несистематичного 
способу кодування необхідно зберігати елементи 
матриці 

k,nji )P(F  або по черзі обчислювати їх як 

значення генераторних функцій у точках кривої.  
Алгоритм несистематичного кодування задамо у 

вигляді послідовного формування символів кодово-
го слова за правилом (47).  

Розроблені алгоритми алгеброгеометричного ко-
дування дозволяють формувати кодові слова для 
довільних k символів повідомлення. Алгоритми до-
пускають реалізацію кодів по довільній кривій у P2 
над GF(q). Параметри таких кодів асимптотично 
лежать вище межі Варшамова-Гілберта. 

Оцінимо алгоритмічну складність розроблених 

алгоритмів. Якщо заздалегідь сформовані 
r,kij )P(F  

і 
1

r,rij )P(F


, то при систематичному кодуванні необ-

хідно k  r операцій додавання і множення для об- 
числення вектора синдромів та k  r операцій дода-
вання і множення для обчислення вектора перевіроч-
них символів. Усього при відомих і збережених у 

пам'яті масивів 
r,kij )P(F  і 

1

r,rij )P(F


 необхідно 

виконати r  (k + r) = r  n операцій додавання і 
множення. Формально, складність алгоритму систе-
матичного кодування без урахування складності об-
числення генераторних функцій дорівнює О(r  n).  

Для несистематичного алгоритму кодування при 
відомих (заздалегідь сформованих) і збережених у 
пам'яті елементів 

k,nji )P(F  усього необхідно вико-

нати k  n операцій додавання та множення. Фор- 
мально складність алгоритму несистематичного ко-
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дування без ураження складності обчислення гене-
раторних функцій дорівнює О(k  n).  

Таким чином, для алгеброгеометричних кодів з 
R = k/n  0,5 обидва розроблені алгоритми мають 
еквівалентну алгоритмічну складність, порівняну з 
традиційними процедурами (складність алгоритмів 
циклічного кодування О(k  n)). 

Збереження елементів масивів 
r,kij )P(F  і 

k,nji )P(F  для довгих кодів може вимагати значних 

системотехнічних витрат. У цьому випадку доцільно 
по черзі обчислювати Fi(Pj). Основною обчислю- 
вальною операцією в цьому випадку є знаходження 
значення генераторної функції Fi у точці алгебраїч-
ної кривої Pj. У загальному вигляді для обчислення 
Fi(Pj) у Р2 потрібно три операції піднесення до сте-
пеня і дві операції множення. Якщо прийняти рів-
ними обчислювальну складність операцій множення 
і піднесення до степеня, то формально складність 
алгоритму систематичного кодування дорівнює 
О(5  r  n), складність алгоритму несистематичного 
кодування О(5  k  n).  

Якщо при побудові генераторної матриці алгеб-
рогеометричного коду використовувати тільки точ-
ки кривої вигляду  P(X, Y, 1), то треба  спростити 
більш ніж на третину необхідні для алгеброгеомет-
ричного кодування обчислення. Так, для Fi(Pj) у Р2 у 
цьому випадку потрібні дві операції піднесення до 
степеня та одна операція множення. Формально, у 
цьому випадку складність алгоритму систематично-
го кодування дорівнює О(3  r  n), складність алго-
ритму несистематичного кодування – О(3  k  n).   

Таким чином, у результаті проведених дослід- 
жень розроблені методи і практичні алгоритми по-
будови алгеброгеометричних кодів, що дозволяють 
будувати кодові конструкції з необхідними кон- 
структивними параметрами в систематичному і не-
систематичному вигляді, розробляти практичні схе-
ми апаратної і програмної реалізації кодеров, склад-
ність яких порівнянна з традиційними (наприклад, 
кодерами циклічних кодів). 

6. Алгоритми декодування алгеброгеометрич-
них кодів та їх підкодів. Розглянемо задачу декоду-
вання кодового слова алгеброгеометричного коду, а 
потім узагальнимо результат для обмежень кодів на 
довільне підполе.  

Припустимо, що при передаванні по каналу з 
помилками кодове слово алгеброгеометричного  
коду спотворилося, вектор помилок позначимо як  
е = (е0, е1, …, еn-1). Прийняте слово с* після пе- 
редачі по каналу з помилками запишеться у ви- 
гляді с* = с + е = (е0 + c0, е1 + c1, …, еn-1 + cn-1).  
Визначимо синдромну послідовність як вектор  

S = (S1, S2, …, Sr), обчислений за наступним прави-
лом: 
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Очевидно, що  
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Значення синдрому залежить тільки від вектора 
помилок і не залежить від кодового слова. 

Задача декодування алгеброгеометричного коду 
полягає у знаходженні вектора помилок е =  
= (е0, е1, …, еn-1) за відомою синдромною послідов-
ністю S = (S0, S1, …, Sr-1). 

Розглянемо як генераторні функції однорідні од-
ночлени степеня degF. Кожен такий одночлен запи-
шемо у вигляді 

flmp =  xlymzp, l + m + p = degF. 
На множині проективних точок кривої Х, які 

можуть бути представлені в однорідних координа-
тах у вигляді Р(X, Y, 1), значення генераторних  
функцій наберуть вигляду m

i
l
ilm YXf  , i = 0, ...,  

n – 1, l + m  degF. Перевірочна матриця Н запи-
шеться у вигляді 
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Елементи синдромної послідовності, як елементи 
вектора rlmS , обчислимо за правилом 











1n

0i

m
i

l
ii

1n

0i

m
i

l
i

*
ilm YXeYXсS , l + m  degF 

або у матричній формі 

T
nir,n

m
i

l
i

T

n
*
nrlm eYXcНS  .       (48) 

Таким чином, задача декодування алгеброгеоме-
тричного коду, побудованого через відображення 
проективних точок Р(X, Y, 1) кривої однорідними 
одночленами степеня degF, еквівалентна задачі 
розвязання системи r = d + g – 1 нелінійних рівнянь 
від 3t змінних.  
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Для розвязання цієї задачі скористаємося штуч-
ним прийомом, що полягає у введенні в розгляд 
многочлена локаторів помилок, розвязання якого 
однозначно локалізують (указують місце розташу-
вання) виниклих помилок. Визначимо многочлен 
локаторів помилок алгеброгеометричного коду як 
многочлен від двох змінних, степеня (t – 1):  

a00 + a10x + … + yt-1 = 0,                  (49) 

де t – кількість помилок, що може виправити алгеб-
рогеометричний код.  

Помноживши обидві частини многочлена (49) на 
ei і взявши суму за всіма i = 0, ..., n – 1 значеннями у 
точці (х = Хi, y = Yi), одержимо рекурентний вираз 

a00S00 + a10S10 + … + S0 t-1 = 0, 

який задає систему лінійних рівнянь щодо невідо-
мих коефіцієнтів многочлена локаторів помилок. У 
матричному вигляді система лінійних рівнянь запи-
шеться у вигляді 
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Після знаходження коефіцієнтів многочлена ло-
каторів помилок процедура локалізації помилок по-
лягає в підстановці всіх можливих локаторів і вибо-
рі тих з них, що перетворюють у нуль многочлен 
локаторів помилок, тобто підставляються усі пари 
(X, Y), що ототожнюють, усі проективні точки кри-
вої, задані в однорідних координатах Р(X, Y, 1). 

Після знаходження локаторів помилок, що вка-
зують на розташування виниклої помилки, процеду-
ра знаходження кратності помилки (значення всіх 
ei  0) полягає в підстановці локаторів у систему 
(48), яка вироджується в систему до r лінійних рів-
нянь відносно до t невідомих.  

Алгоритм декодування алгеброгеометричних ко-
дів задамо у вигляді послідовності наступних кро-
ків.  

Крок 1. За виразом (48) обчислимо елементи си-
ндромної послідовності. 

Крок 2. Розвяжемо систему лінійних рівнянь 
(50). Одержимо коефіцієнти многочлена локаторів 
помилок. 

Крок 3. Підставимо всі пари (X, Y), що відпові-

дають проективним точкам кривої, у многочлен ло-
каторів помилок. Ті пари, що при підстановці в цей 
многочлен перетворюють його на нуль, локалізують 
помилки, тобто вказують на їх шукане розташуван-
ня. 

Крок 4. Підставляємо отримані локатори поми-
лок у систему рівнянь (48). Розвязання системи лі-
нійних рівнянь дасть значення (кратність) помилок, 
що відбулися. Локалізація помилок і знайдені їх 
значення дозволяють сформувати вектор помилок  
е = (е0, е1, …, еn-1). 

Крок 5. Виправимо помилки: с = с* –  е. 
Основні етапи розробленого алгебраїчного алго-

ритму складаються в розвязанні системи лінійних 
рівнянь (кроки 2 і 4) і виконанні кроку 3. Ці станда-
ртні процедури, а також процедура обчислення век-
тора синдромів можуть бути реалізовані кожним з 
відомих на сьогоднішній день алгоритмів [2 – 6]. 
Складність розвязання системи лінійних рівнянь 
методом Гаусса  – O(n2), де n – кількість змінних. 
При розвязанні системи лінійних рівнянь (50) оці-
нимо кількість змінних. 

Многочлен локаторів помилок (49) заданий як 
многочлен від двох невідомих і складається з усіх 
одночленів від двох змінних степеня (t – 1). Кіль-
кість одночленів від двох змінних степеня b визна-
чимо з виразу  

1bСM 1
1b   . 

Тоді кількість невідомих у многочлені локаторів 
помилок (49) запишеться у вигляді 
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 Отже, для декодування алгеброгеометричного 
коду, побудованого через відображення проективних 
точок Р(X, Y, 1), на кроці 2 необхідно розвязати сис-
тему лінійних рівнянь від (t2  t )/2 змінних, склад-
ність її розвязання методом Гаусса – O((t2 – t)2/4). 
Загальна складність алгоритму декодування –  
O(4t2 + (t2 – t)2/4).  

Таким чином, у результаті проведених дослі-
джень розроблені методи і практичні алгоритми ал-
гебраїчного декодування алгеброгеометричних ко-
дів, що дозволяють звести задачу локалізації і ви-
правлення помилок до розвязання систем лінійних 
рівнянь. Це дозволяє використовувати прості схеми 
апаратної і програмної реалізації, складність яких 
зростає поліноміально зі зростанням відправляючо-
го коду здатності. У [15 – 16] досліджені неалгебра-
їчні методи і практичні алгоритми неалгебраїчного 
декодування алгеброгеометричних кодів, які дозво-
ляють використовувати мажоритарні і переставні 
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процедури неалгебраїчного декодування недвійко-
вих нециклічних блокових кодів, що дозволяє у де-
яких випадках без використання складних алгебраї-
чних перетворень реалізувати прості схеми декоду-
вання. 

 
Висновки 

1. На основі теорії інформації, теорії чисел і ал-
гебраїчної теорії блокових кодів розроблена єдина 
методологія побудови найбільш важливих класів 
алгебраїчних блокових кодів через обмеження лі-
нійних блокових кодів виникаючих на алгебраїчних 
кривих (алгеброгеометричних кодів). Це дозволяє на 
відміну від відомих підходів, використовуючи єдині 
методологічні принципи, досліджувати структуру, 
логічну організацію методів і засобів побудови важ-
ливих класів алгебраїчних блокових кодів, одержати 
цілісне уявлення про закономірності їх синтезу та 
істотних зв'язків. 

2. Розроблено математичний апарат побудови лі-
нійних блокових кодів через обмеження алгеброге-
ометричних кодів на довільне підполе, який відріз-
няється від відомих наявністю загальних системно-
концептуальних ознак у теорії побудови великих 
класів блокових кодів, що дозволяє узагальнити в 
єдину методику відомі методи синтезу кодів, алго-
ритми кодування і декодування. 

3. Розроблені методи і практичні алгоритми по-
будови алгеброгеометричних кодів, які дозволяють 
будувати кодові конструкції з необхідними параме-
трами в систематичному і несистематичному вигля-
ді; розроблені методи і практичні алгоритми алгеб-
раїчного декодування алгеброгеометричних кодів, 
які дозволяють звести задачу локалізації і виправ-
лення помилок до розвязання систем лінійних рів-
нянь. 
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