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Постановка проблеми та аналіх літератури 

Одним з напрямків підвищення можливостей ра-
діотехнічних систем є застосування різноманітних 
складних сигналів, характерною рисою яких є ши-
рокосмуговість. Ця їх особливість визначає, по-
перше, поліпшену роздільну здатність РЛС за даль-
ністю і, по-друге, забезпечує стійкість функціону-
вання систем в умовах впливу завад [1, 2]. 

В останні десятиліття намітився новий підхід до 
вирішення проблеми розширення спектра сигналів, 
пов'язаний із застосуванням динамічного хаосу [3, 
4]. Формовані таким чином сигнали одержали назву 
хаотичних. Однак при практичній реалізації форму-
вачів таких сигналів виникає серйозна проблема 
відтворюваності параметрів хаотичних електронних 
пристроїв від зразка до зразка [5]. Крім того, при 
використанні генераторів хаотичних сигналів вини-
кають спотворення в перетворювальних трактах, а 
також збурні ефекти. 

Перспективним представляється використання 
як широкосмугові сигнали для різних радіотехніч-
них систем: фрактальних сигналів, що займають 
проміжне положення між квазіпериодичними (дете-
рмінованими) і хаотичними сигналами [6]. 

Під фрактальним радіолокаційним сигналом 
(ФРС) розуміється система (сума) сигналів, що 
складається із самоподібних опорних коливань, які у 
якомусь смислі подібні цілому сигналові [6]. Дане 
визначення узгоджується з визначенням фрактала, 
яке введене Б. Мандельбротом [7], і враховує основ-
ну властивість фрактала – частина структури подіб-
на цілому.  

Мета статті – розглянути прикладення теорії 
фракталів до побудови фрактальних радіолокацій-
них сигналів, оцінити можливість фільтрації таких 
сигналів, а також показати переваги обробки ЛЧМ 
фрактального сигналу в порівнянні з класичним ши-
рокосмуговим сигналом. 

 
Основний  матеріал 

Модель фрактального радіолокаційного сигна-
лу з відомими параметрами. В основі формування 
структури фрактального сигналу лежить гіпотеза 

самоподібності, що допускає нескінченну серію 
вкладення один в одного однакових (гомеоморфних) 
об'єктів. При цьому об'єкт зменшується тільки в ро-
змірі, але залишається гомеоморфним вихідному 
об'єктові. При формуванні фрактального сигналу під 
такими об'єктами варто розуміти окремі детерміно-
вані коливання (наприклад, прості (гармонічні) сиг-
нали, а також сигнали з кутовою модуляцією) гоме-
оморфні опорному (базовому) коливанню. 

Властивостями фрактальних сигналів є їх дробо-
ва розмірність і гіперболічність зміни параметрів 
опорних коливань (гармонік), що входять у фракта-
льний сигнал (стиснення (зменшення) одного пара-
метра і розтягання (збільшення) іншого). Масштаб 
зміни параметрів (при гіперболічності) однаковий 
(коефіцієнт стиснення дорівнює коефіцієнтові роз-
тягання).  

Фрактальний радіолокаційний сигнал характери-
зується невипадковим вектором-стовпцем 

( )α== UuU n , який описує сукупність складових 
коливань, що беруть участь у формуванні такого 
сигналу; α  – відомий векторний параметр ФРС. 
Розмірність вектора визначається кількістю складо-
вих коливань n  ( 1N,2,1,0,n −= K  ). Надалі 
складову ФРС 0n =  будемо називати опорним ко-
ливанням, а складові з 1n ≥  – гомеоморфними [6]. 
Як опорні коливання можуть використовуватися або 
прості (гармонічні) коливання, або коливання з ку-
товою модуляцією. 

Сім′я фрактальних недиференційовних функцій 
(функцій Больцано, Вейєрштрасса, Ван дер Варде-
на) є математичною основою для синтезу фракталь-
них радіолокаційних сигналів. Для побудови моделі 
ФРС скористаємося фрактальною недиференційов-
ною функцією Ван дер Вардена [8] 

( )
,

4
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y)(x,F n
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n =                         (1) 

де )(F0  – опорна функція;  
;N...,1,0,n =  

N – кількість ітерацій функції. 
Приймаючи як опорну функцію ЛЧМ коливання, 
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з урахуванням (1) запишемо математичний вираз 
ЛЧМ ФРС [9] 

∑
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З виразу (2) випливає, що ФРС залежить не тіль-
ки від класичних параметрів (амплітуди 1U α= , 
частоти 20 α=ω , початкової фази 30 α=ϕ , швид-
кості зміни частоти 4h α= ), але і від специфічних 
параметрів, до яких відносяться кількість складових 
коливань 5N α= , що беруть участь у його форму-
ванні, коефіцієнт подібності (масштабування) 

6k α= . 
Приймаючи як опорні сигнали гармонічне і 

КФМ коливання, можна одержати моделі гармоніч-
ного і КФМ фрактальних радіолокаційних сигналів. 

Якщо як модель сигналу вибрати ФРС, який реа-
лізується на основі простого гармонічного коливан-
ня, то його математичний вираз набуває вигляду 
[10] 
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У тому випадку, якщо моделлю сигналу є ФРС, 
який реалізується на основі опорного КФМ коли-
вання, то математичний вираз такого сигналу можна 
записати у вигляді [11] 
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Сигнали, які описуються виразами (2), (3) і (4), 
відносяться до сигналів з цілком відомими парамет-
рами, у тому числі з відомою фрактальною розмір-
ністю. 

Фільтрація радіолокаційного ЛЧМ фракталь-
ного сигналу. Відомо [1], що стиснення широкосму-
гових сигналів, до яких відносяться розглянуті кла-
сичний ЛЧМ і фрактальний сигнали, є найбільш 
ефективним, у смислі одержання максимально мож-
ливого відношення сигнал/шум, у результаті фільт-
рації. Імпульсна характеристика H(t)  фільтра ЛЧМ 
сигналу u(t)  відрізняється від функції, яка описує 
цей сигнал, тільки постійним множником С, деяким 
часовим запізнюванням 0t  і знаком аргументу часу 
t . Виходячи з цього, вираз для імпульсної характе-
ристики фільтра класичного ЛЧМ сигналу має ви-
гляд [12] 
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2
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де 
τπ
∆

=
f2C  – постійна;  

f∆  – девіація частоти;  

τ  – тривалість сигналу. 
Особливість імпульсної характеристики (t)HФС  

фільтра фрактального сигналу u(t)  полягає в тому, 
що в ній враховується масштабна інваріантість 
(скейлинг) ФРС, яка визначається масштабним кое-
фіцієнтом nk . З урахуванням цієї особливості і вла-
стивостей імпульсної характеристики фільтра вираз 
для неї можна представити у вигляді 
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На рис. 1,а,б наведені імпульсні характеристики 
фільтрів, отримані відповідно до виразів (5) і (6). 

Якщо на вхід фільтра подати ЛЧМ сигнал, що ві-
дповідає імпульсній характеристиці, яка представ-
лена на рис. 1,а, то на його виході буде мати місце 
сигнал, який описаний виразом 
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У свою чергу, якщо на вхід фільтра надходить 
фрактальний сигнал, якому відповідає імпульсна 
характеристика, показана на рис. 1,б, то на виході 
фільтра буде сигнал, який визначається за форму-
лою 
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Аналіз виразів (7) і (8) показує, що по відношен-
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Рис. 1. Імпульсні характеристики фільтра  
класичного ЛЧМ сигналу (а) і ФРС (б) 
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ню до сигналів ці фільтри є автокореляційними при-
строями. Через парність автокореляційної функції 
(АКФ) напруги вихідних сигналів (7) і (8) є парними 
функціями часу щодо моменту 0t . 

Добре відомо [1, 12], що АКФ R(τ) максимальна 
при 0tx 0 =+=τ . Тому сигнал стискається фільт-
ром і досягає максимального значення на його вихо-
ді в момент 0tt = . Ці максимальні (пікові) значення 
стиснутих ЛЧМ і фрактального сигналів мають від-
повідно величини 

∫
∞

∞−

=== ЛЧМ
2
ЛЧМ0maxЛax CE(t)dtUCCR(0))(tU ,(9) 

∫
∞

∞−

=== ФРС
2
ФРС0maxФax CE(t)dtUCCR(0))(tU .(10) 

Таким чином, пікові значення класичного ЛЧМ і  
фрактального сигналів на виходах фільтрів пропор- 
ційні повним енергіям сигналів, які розглядаються  
на входах. Стиснуті ЛЧМ і фрактальний сигнали,  
розраховані за формулами (9) і (10), наведені відпо- 
відно на рис. 2,а і 2,б. 

Порівняння рис. 2,а і 2,б показує, що рівень сти-
снення ФРС вище приблизно в два рази рівня стис-
нення класичного ЛЧМ сигналу. Таке перевищення 
є істотною перевагою фрактального сигналу перед 
класичним ЛЧМ сигналом. Рівень першої бічної 
пелюстки стиснутого ФРС складає величину 0,06 
щодо основного піка і приблизно в три рази менше 
рівня першого бічної пелюстки (0,19) стиснутого 

класичного ЛЧМ сигналу (рис. 3,а і 3,б).  
Перевагою стиснутого ФРС перед стиснутим 

ЛЧМ сигналом є також більш висока роздільна зда-
тність стиснутих фрактальних сигналів. Так, розді-
лення стиснутого класичного ЛЧМ сигналу за кри-
терієм Релея (на половинному рівні) складає 0,01 
(рис. 3,а), у той час як розділення стиснутого ФРС – 
0,0075 (рис. 3,б). У розглянутому випадку розділен-
ня стиснутого ФРС перевищує роздулення стисну-
того класичного ЛЧМ сигналу в 1,33 рази. 

Широкосмуговість фрактального сигналу підтве-
рджується його фазовим портретом, зображеним на 
рис. 4,б, з якого випливає, що фізичною основою 
широкосмуговості є фрактальне поводження фазової 
траєкторії сигналу. 

З фазового портрета (рис. 4,б) випливає, що ба-
зовою основою притягувальної множини (аттракто-
ра) є нульова складова ФРС. Дійсно, щільність трає-
кторій зображувальної точки у фазовому просторі 
ФРС максимальна в областях амплітудних точок +1 
і –1 нульової складової сигналу. Розбігання траєкто-
рій щодо притягувальної множини до рівня +1,75 і  
–1,75 визначається взаємодією гомеоморфних і ну-
льової складових ФРС. Таке розбігання траєкторій 
визначає амплітуду ФРС.  

На рис. 4,а показано фазовий портрет класичного 
ЛЧМ сигналу, що являє собою набір циклічних кри-
вих, кожна з яких наближається до еліпса. Зовнішня 
циклічна крива фазового портрета відображає висо-
кочастотну складову сигналу, а внутрішня – низько-
частотну, що дозволяє якісно оцінити спектр (девіа-
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Рис. 2. Стиснуті класичний ЛЧМ сигнал (а)  
і ФРС (б) 
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Рис. 3. До оцінки рівнів перших бічних пелюсток 
стиснутих класичного ЛЧМ сигналу (а) і ФРС (б) 
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цію частоти) сигналу. а кількістю півтраєкторій у 
верхньому або нижньому пучку можна судити про 
ширину спектра ЛЧМ сигналу, а за відстанню між 
півтраєкторіями – про швидкості зміни частоти. 
Крім того, фазовий портрет дозволяє оцінити амплі-
туду ЛЧМ сигналу.  

Фазові портрети, наведені на рис. 4, дозволяють 
якісно оцінити основні параметри і характеристики 
класичного ЛЧМ сигналу, у той час як хаотичність 
траєкторій зображувальної точки у фазовому прос-
торі дозволяє в основному оцінити ступінь широко-
смуговості фрактального радіолокаційного сигналу. 

Таким чином, фрактальні радіолокаційні сигнали, 
що мають рівні амплітуди з класичними ЛЧМ сигна-
лами, мають більшу енергію, менший рівень бічних 
пелюсток і більш високу роздільну здатністю. Такий 
виграш обумовлюється значною широкосмуговістю 
гомеоморфних складових ФРС, яка перевищує широ-
космуговість класичного ЛЧМ сигналу.  

Результати фільтрації фрактального сигналу, по-
будованого на базі гармонічного коливання, показа-
ли, що сигнал на виході фільтра вже приблизно в 1,5 
рази порівняно з фільтрацією простого гармонічного 
сигналу, а рівень перших бічних пелюсток ФРС ни-
жче, тобто отримані результати узгоджуються з фі-
льтрацією фрактального сигналу, який використовує 
опорне ЛЧМ коливання. 

 
Висновки 

1. Прості (гармонічні) коливання, а також сигна-
ли з кутовою модуляцією (ЛЧМ, КФМ) можуть бути 
використані як опорні при побудові фрактальних 
радіолокаційних сигналів з цілком відомими пара-

метрами, в основі формування яких лежить гіпотеза 
самоподібності. 

2. З порівняння класичних і фрактальних сигна-
лів на виході фільтра можна зробити основний ви-
сновок про те, що ФРС має більшу енергію, менший 
рівень бічних пелюсток і більш високу роздільну 
здатністю.  

3. При проведенні подальших досліджень викли-
кає інтерес оцінка можливості використання інших 
методів обробки ФРС, наприклад, кореляційної, ва-
гової, а також специфічних "динамічних" методів, 
які ґрунтуються на знанні поводження траєкторій 
сигналу на фазовій площині. Крім того, доцільно 
розглянути моделі фрактального радіолокаційного 
сигналу з випадковими амплітудою і початковою 
фазою. 
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Рис. 4. Фазові портрети класичного ЛЧМ сигналу (а)
і ФРС (б) 


