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Отримано математичну модель товщино-зсувних коливань кварцових п'єзоелементів з однобіч-
ним масонавантаженням, що враховує наявність зазору між одним з електродів і поверхнею кри-
сталічного елемента. На основі рішення диференціальних рівнянь коливань п'єзоелемента в час-
тинних похідних уздовж товщини пластини отримані рішення для хвильового числа у виді транс-
цендентного рівняння і його рішення. Отримано наближені вираження для провідності, частоти 
і форми коливань кварцового п'єзоелемента. 

п'єзоелемент, масонавантаження, товщинно-зсувні коливання 

b“23C  
Постановка проблеми. П'єзоелементи (ПЕ) 

широко застосовують для стабілізації коливань те-
лекомунікаційних, навігаційних пристроїв та сис-
тем, а також в якості чутливого елементу прецизій-
них датчиків тиску. Подальше вдосконалення їх по-
требує врахування більш „тонких” ефектів роботи 
таких пристроїв. При побудові вимірювальних ком-
плексів широке застосування знаходять п'єзорезона-
сні датчики з перемінним зазором між одним з елек-
тродом і кристалічним елементом (КЕ), у яких одна 
поверхня КЕ вільна, а на другий знаходиться елект-
род, що створює масонавантаження. У таких п'єзое-
лементах (ПЕ) виникають додаткові ефекти, обумо-
влені наявністю нерівномірного по поверхнях КЕ 
масонавантаження і міжелектродного зазору, що іс-
тотно впливають на частоту і форму коливань ПЕ, 
що в існуючих математичних моделях або не врахо-
вуються, або враховуються частково, що обмежує 
точність математичного моделювання. 

Аналіз публікацій. Основні методи одержання 
математичних моделей коливань ПЕ були розробле-
ні R. D. Mindlin [1] і H. F. Tiersten [2] і в даний час 
найбільше поширення мають два основних аналіти-
чних підходи до моделювання коливань ПЭ. 

1. Точне тривимірне рішення рівнянь коливань 
з наступним зменшенням розмірності координат ча-
стинних похідних по просторовому напрямку до од-
нієї, що еквівалентно нескінченій пластині КЕ. Пе-
ревагою моделі є можливість аналітичного частот-
ного рішення для ряду окремих випадків, на основі 
якого можна просто визначити коефіцієнти впливу 
на ПЕ технологічних і зовнішніх факторів; 

2. Заміна тривимірного точного рішення мо-
деллю двовимірних стоячих хвиль. При цьому рі-
шення істотно ускладнюється і справедливо лише в 
обмеженій області, але з'являється можливість ура-
хування зміни властивостей резонатора в площині 

КЕ. Модифікацією другого підходу є зниження роз-
мірності моделі [3] і повернення до випадку нескін-
ченної пластини ПЕ. 

У [3 – 4] на основі моделі двовимірних стоячих 
хвиль отримані рівняння для аналізу впливу різних 
механічних впливів на зсувні по товщині (TS), виги-
ну (F) і зсувні по грані (FS) коливання ПЕ  АТ – зрі-
зу кварцу з двома ідентичними електродами. 

У [5] на основі тривимірної моделі запропоно-
вана модель коливань нескінченного ПЕ (врахову-
ються коливання тільки в напрямку товщини КЕ), 
що враховує одночасний вплив як масонавантажен-
ня (у тому числі великого, R >0,1), так і міжелектро-
дного зазору. 

У [6] проведений аналіз впливу масонаванта-
ження (електродів) на частоту коливань високочас-
тотного п'єзоелемента. Отримано одномірну мате-
матичну модель товщинно – зсувних коливань квар-
цового високочастотного п'єзоелемента, а також ко-
ригувальні коефіцієнти для двовимірних моделей. 

Авторами в [7] запропонована одномірна мо-
дель коливань ПЕ з несиметричним масонаванта-
женням для приватного випадку R1 0, R2 0= ≠  і ме-
тодом чисельного математичного моделювання про-
ведений аналіз впливу несиметричного масонаван-
таження на частоту і форму коливання ПЕ з міжеле-
ктродним зазором. Показано якісну зміну форми 
механічних коливань. 

Аналіз режимів роботи ПЕ з міжелектродним 
зазором і існуючими математичними моделями про-
ведений авторами показує, що недоліком відомих 
моделей є відсутність урахування одночасного 
впливу несиметричного (або однобічного) масона-
вантаження і величини зазору між електродом і КЕ, 
що у випадку високочастотних ПЕ приводить до 
значних погрішностей [6, 7]. Для підвищення точно-
сті моделювання необхідно вводити в розгляд ком-
плексний вплив додаткових конструктивно-техноло-
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гічних факторів, таких як несиметричне масонаван-
таження і міжелектродний зазор. 

Метою статті є розробка уточненої математи-
чної моделі коливань кварцового ПЕ для випадку 
однобічного масонавантаження ( 02R,01R ≠= ), з 
урахуванням величини міжелектродного зазору. 

l=2ем=2,ч…= м%дель *%л,"=…ь 
Розглянемо випадок “великого” зазору між од-

ним з електродів і поверхнею кристалічного елемен-
та. Такий режим роботи є основним для датчиків на 
основі ПЕ з міжелектродним зазором (рис. 1). 

З урахуванням [2, 6, 7] розроблено математич-
ну модель ПЕ з міжелектродним зазором і однобіч-
ним масонавантаженням. 

Коливання ПЕ в загальному випадку описуєть-
ся системою рівнянь [2]: 

ijkl k,ij kij ,ki j

kij i,ik ij ,ij

c u e u

e u 0

⎧ + ϕ = ρ⋅⎪
⎨

− ε ϕ =⎪⎩
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де jklic  – компоненти тензора твердості, kije - п'єзо-

електричні коефіцієнти; ijε  – діелектричні коефіціє-

нти; k iju ,  – механічний зсув; ki,ϕ  – електричний 

потенціал; ρ  – щільність матеріалу КЕ, 
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У (1) використовується підсумовування компо-
нентів тензорів за правилом Ейнштейна. 

 

 
 

Рис. 1. ПЕ з зазором між КЕ й електродом 
 
Нехай механічний зсув u  і електричний потен-

ціал ϕ  змінюються 

( )
( )

1 2 1 2

2 2

u (x , t) u x cos t,

(x , t) x cos t.

= ω

ϕ = ϕ ω
               (2) 

де 2x - напрямок розповсюдження товщинно – 
зсувних хвиль. 

Тоді (1) перетвориться до виду: 

66 1,22 26 ,22 1

26 1,22 22 ,22

c u e u ;
e u 0.

⎧ + ϕ = ρ⋅⎪
⎨

− ε ϕ =⎪⎩

&&
                 (3) 

Тут і далі будемо застосовувати скорочені поз-
начення для тензорних величин. 

Виразимо з другого рівняння (2) електричний 
потенціал 

2

26 26
1,22 1 2

22 22x

e e
u u L1x L2ϕ = = + +

ε ε∫∫ , 

де L1, L2  – постійні інтегрування. 
проінтегруємо його двічі по x2 і підставимо в 

перше рівняння системи (3) 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++
ε
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2L2x1L1u
22
26e

,01u2
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де 
22

2
26e

66c66c
ε

+=  — модифікований коефіцієнт 

жорсткості; 
Рішення будемо шукати у вигляді 

2xcosB2xsinA1u η+η= .             (5) 

Підставимо (5) у перше рівняння із системи (4), 
тоді власна частота коливань ПЕ 

ρ
η=ω 66c22 .                                (6) 

З урахуванням зазору 1d  граничні умови:  

21 66 1,2 26 ,2T c u e 0= + ϕ = ; 

2 26 1,2 22 ,2D e u 0= + ε ϕ = ,                  (7) 

де 2D  – електричний зсув; 21T – компонент тензора 
механічних напруг. 

Замінивши в (7) незалежну перемінну ϕ  зсувом 

2D , після підстановки масонавантаження R  і з 
урахуванням (5) механічні граничні умови будуть: 

( ) ,02D
22
26e

2xsinB2xcosA66c21T =
ε

−η−ηη=  

при h2x += ,                  (8, а) 

( )

( ),2xcosB2xsinA66c2R

2D
22
26e

2xsinB2xcosA66c21T

η−ηη−=

=
ε

−ηη−ηη=
 

при h2x −= ,                (8, б) 

Перейдемо до механічних граничних умов (8). 
Після очевидних перетворень маємо систему: 

( )
( )

26
66 66 2

22
2

66

2 26
66 2

22

e
Ac cos h Bc sin h D ,

Ac cos h R h sin h

e
c sin h R h cos h D ,

⎧
η η −η η =⎪ ε⎪
⎪ η η − η η +⎨
⎪
⎪ η η + η η =⎪ ε⎩

      (9) 

з якої визначимо коефіцієнти А и В: 

,
h2coshRh2sin
hcosRhhsin2

66c22
2D26e

A
ηη+η
ηη+η

ηε
=        (10) 
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,
h2coshRh2sin

hsinRh

66c22
2D26e

B
ηη+η

η
ηε

=        (11) 

Введемо в розгляд електричні граничні умови, з 
огляду на те, що електричний зсув 0E02D ε= : 

d0E0 −ϕ=ϕ , при h2x += , 

0ϕ−=ϕ ,         при h2x −= ,           (12) 

де 0ε  – абсолютна діелектрична проникність зазо-
ру; 0E  – напруженість електричного поля в зазорі; 

Різниця потенціалів між електродами 

∫
+

−
+=

h

h
2dx2Ed0EU                     (13) 

і з урахуванням (12) рівняння (13) перетвориться до 
вигляду 
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            (14) 

Після підстановки (5): 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
η−

ε
= hsin26e

h2D
A20dh

22
2DU ,           (15) 

де 
h02
d2210d

ε
ε

+=  — коефіцієнт зміни зазору; A  — 

визначається з (10). 
З (15) маємо вираз для повної провідності ПЕ 

( )

2 el 22 el

2
26

0

j D S j S
Y

U 2h
1 .

2sin h Rh cos h sin hkd
h hR cos 2 h sin 2 h

ω ωε
= = ×

×
η + η η η

−
η η η + η

      (16) 

Послідовний резонанс настає при ∞→Y , таким 
чином, з (16) отримаємо трансцендентне рівняння 
для хвильового числа η  

2
2
26

2sin h 0,5R h sin 2 hh k
sin 2 h R h cos 2 h

η + η η
η =

η + η η
,        (17) 

де 
2

2 26
26

0

k
k

d
=  – модифікований коефіцієнт електро-

механічного зв'язку. 
Отримані вирази (17), (16), (5), (11), (15) склада-

ють математичну модель коливань ПЕ з міжелект-
родним зазором і однобічним масонавантаженням. 

Рішення трансцендентного рівняння (17) отри-
муємо за методикою [7]. Після перетворень маємо 
вираз для хвильового числа (18), з якого – вираз для 
резонансної частоти TS-коливань ПЕ шляхом підс-
тановки (6) у (18) 
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де 
ρ

π
= 66c

)h2(2
n

pf – основна гармоніка товщинно-

зсувних коливань 
b,“…%"*,  

У роботі запропоновано одномірну модель коли-
вань ПЕ, у якій на відміну від відомих моделей вра-
ховується одночасний вплив однобічного масонава-
нтаження і міжелектродного зазору на параметри 
коливань ПЕ. 

Перспективами подальшого дослідження є 
уточнення параметрів еквівалентної електричної 
схеми ПЕ і розширення отриманої моделі на випа-
док двовимірних коливань. 
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