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засобів в процесі планування тилового забезпечення, 
тим самим значно зменшити матеріальні витрати на 
їх утримання, збільшити бойові можливості та забез-
печити постійну бойову готовність військ і як резуль-
тат, значно підвищити ефективність їх бойового за-
стосування. 
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Наводиться розв’язання задачі пошуку оптимального щодо швидкодії кількості рівнів багаторів-
невого алгоритму суміщення зображень у КЕСН. 

літальний апарат, кореляційно-екстремальні системи навігації, зображення 

b“23C 
Постановка проблеми. Принцип дії кореля-

ційно-екстремальних систем навігації (КЕСН) ґрун-
тується на прив'язці за допомогою одного з алгори-
тмів, як  правило, кореляційного, поточного зобра-
ження (ПЗ), сформованого за допомогою датчика 
геофізичного поля Землі, до еталонного зображення 
(ЕЗ), отриманого заздалегідь. В оптичних КЕСН 
розміри ПЗ і ЕЗ можуть бути досить великими 
(більш ніж 100100× елементів), і безпосередня об-
робка таких зображень кореляційним алгоритмом на 
сучасних комп'ютерах може займати десятки се-
кунд, за умови потрібної швидкодії (0,1…0,5) с. 
Зменшення розмірів зображень приводить до погір-
шення ефективності алгоритму, тобто імовірності 
прив'язки (правильного суміщення зображень), при 
якій помилка місцевизначення не перевищує пікселя 
зображення. Підвищення швидкодії можливо шля-
хом переходу до ієрархічних (багаторівневих) алго-
ритмів, на кожному рівні яких здійснюється прив'я-
зка зображень менших розмірів, одержуваних з ви-
хідних зображень шляхом усереднення за вікном 
визначених розмірів. Після визначення координат 
глобального максимуму наступна прив'язка здійс-
нюється для зображень великих розмірів не по 
всьому ЕЗ, а лише в околиці цього максимуму, що 
дозволяє різко скоротити обсяг обчислювань. 

При зростанні числа рівнів багаторівневого ал-
горитму обчислювальна складність, а разом з нею і 
швидкодія, поліпшується, але погіршується ефек-
тивність алгоритму. Виникає проблема розробки 

оптимального за кількістю рівнів алгоритму при 
обмеженні на його ефективність. 

Аналіз літератури. Більшість робіт [1 – 10], 
що стосуються ієрархічних алгоритмів, присвячена 
в основному розрахунку виграшу в обчислювальній 
ефективності їх використання в порівнянні з однорі-
вневим кореляційним алгоритмом. У багаторівневих 
алгоритмах на вищих рівнях виникає проблема не-
цілечислового зсуву ЕЗ і ПЗ, що приводить до необ-
хідності оцінки ефективності (правильного сумі-
щення зображень) на цих рівнях не на одноточковій 
множині, а в прямокутній цілочисловій околиці фо-
рмованої алгоритмом оцінки зсуву зображень, роз-
міри якої визначаються в процесі тестів алгоритму. 
Вираження для такої ефективності у випадку бінар-
них зображень отримане в [5], а у загального випад-
ку – у роботі [11]. 

Метою роботи є параметрична оптимізація ба-
гаторівневого алгоритму суміщення зображень у 
КЕСН щодо критерію швидкодії за кількістю рівнів 
при обмеженні на ефективність алгоритму. 

o%“2=…%"*= ƒ=д=чS 
Будемо ставити задачу параметричної оптиміза-

ції алгоритму при таких припущеннях і допущеннях: 
– використовується кореляційний алгоритм су-

міщення зображень з коефіцієнтом взаємної кореля-
ції ПЗ і ЕЗ як розв’язувальної функції; 

– сітки ЕЗ і ПЗ збігаються; 
– відносний поворот ЕЗ і ПЗ відсутній, а масш-

таби зображень збігаються. 
Нехай ЕЗ і ПЗ задані у вигляді матриць 
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ij 1 2[e ], i 1,M , j 1,M= ∈ ∈e  , 

ij 1 2 1 1 2 2[t ], i 1, N , j 1, N ; N M , N M= ∈ ∈ < <t ,  

відповідно і відомий зсув 0 0(k , l )  ПЗ відносно ЕЗ. 
Припустимо, що справедлива адитивна модель вза-
ємодії формованого датчиком ПЗ із шумом кожного 
каналу датчика 

ij ij ij 1 2t a n , i 1, N , j 1, N ,= + ∈ ∈          (1) 

причому шуми каналів вважаємо незалежними гаус-
сівськими випадковими величинами з нульовим се-
реднім значенням і середньоквадратичним відхи-
ленням σ , тобто ijn (0, )∈ σN .    

Якщо сітки ПЗ і ЕЗ збігаються й спотворення 
яскравості ПЗ відсутні, то 

0 0ij i k 1, j l 1 1 2 ijt e rect(i / N , j / N ) n+ − + −= +  ,      (2) 

де 1 2
1 2

1 2

1, (i, j) 1, N 1, N ;
rect(i / N , j / N )

0, (i, j) 1, N 1, N .

⎧ ∈ ×⎪= ⎨
∉ ×⎪⎩

            

Розіб'ємо вихідне ПЗ t  на сукупність 1 1s s× - пі-
дматриць і побудуємо нове ПЗ розмірами 

(1) (1) (1)
p p 11 2N N (N [N s ], p 1,2, ([x]× = =  позначає 

операцію взяття цілої частини числа x ) з елементами 
1 1

1 1

s s
(1)

s i k 1,s j l 1ij
k 1 l 1

t t + − + −
= =

= ∑∑  .                (3)  

Аналогічним чином за допомогою рекурентних 
співвідношень 

r r

r r

s s
(r) (r 1) (0)

ijij ijs i k 1,s j l 1
k 1 l 1

t t , t t , r 1, R−
+ − + −

= =
= = ∈∑∑    (4) 

побудуємо сукупність поточних зображень 
(r) R (0)

r 0{ } ( )= =t t t , кожне з який має розміри 
(r) (r 1) (0)
p p r p pN [N s ], N N , r 0, R, p 1, 2−= = ∈ ∈ . З 

адитивної моделі зображення (1) випливає, що  

( )(r) (r)
rij ijt N a ,∈ σ  ,                      (5) 

де 
r r

r r

s s
(r) (r 1) (0)

ijij ijs i k 1,s j l 1
k 1 l 1

a a , a a−
+ − + −

= =
= =∑∑ , 

 r r 1 r 0/ s ,−σ = σ σ = σ . 

Оскільки елементи матриці t  передбачалися 
статистично незалежними між собою, то й елементи 
матриць (r) , r 1, R∈t  мають цю властивість. 

Аналогічним чином сформуємо сукупність ета-
лонних зображень (r) R (0)

r 0{ } ( )= =e e e , кожне з яких 
має розміри  

(r) (r 1) (0)
p p r p pM [M s ]; (M M ); p 1, 2−= = ∈  

і містить елементи 
r r

r r

s s
(r) (r 1) (0)

ijij ijs i k 1,s j l 1
k 1 l 1

e e , e e ,−
+ − + −

= =
= =∑∑              (6) 

(r) (r)
1 2r 1, R, i 1, M , j 1, M∈ ∈ ∈  . 

Розв’язувальна функція кореляційного алгори-
тму сполучення зображень на r -му рівні має вигляд  

(r) (r)
1 2N N

(r) (r) (r)
kl ij ij,kl

i 1 j 1
b t e

= =
= ∑ ∑ % %  ,                     (7) 

(r) (r) (r) (r) (r)
p p p1 2k 1, R ; l 1, R ; R M N 1; p 1, 2∈ ∈ = − + ∈ , 

де  ( ) ( )
(r) (r)
1 2

1 2
N N 2(r) (r) (r)(r)

ij ij ij(r)
i 1 j 1

1t t t t t (r)
N

−

= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑% ; 

(r) (r)
1 2N N

(r) (r) (r)(r) (r)
1 2ij(r)

i 1 j 1

1t t , N N N
N = =

= =∑ ∑ ; 

( ) ( )
(r) (r)
1 2

12
N N 2(r) (r) (r) (r) (r)

ij,kl i k 1,j l 1 kl i k 1,j l 1 kl(r)
i 1 j 1

1e e e e e
N

−

+ − +− + − +−
= =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑% ; 

(r) (r 1) (r) (r 1) (0) (0)
r r 0 00 0 0 0 0 0k {k s }, l {l s }], k k , l l− −= = = = ;

{x}  – операція округлення х до найближчого цілого. 

Позначимо через (r)
pqA  подію, що полягає в то-

му, що (r)(r) (r)
pq klb b , k p, l q, (k, l) J> ≠ ≠ ∈ , тобто 

максимум розв’язувальної функції досягається на 
фрагменті з номером (p, q)  в області 

{ }(r) (r) (r) (r)(r)
1max 2max1min 2minJ (k, l) R , R R ,R= ∈ ×  ,     (8) 

де з урахуванням крайових ефектів 

( )(r) (r)
r r01minR max 1, k [c s ] , r 0, R 1;

1, r R;

⎧ = − ∈ −⎪
⎨
⎪ =⎩

 

( )(r) (r) (r)
r r1max 1 0

(R)
1

R min R , k [c s ] ;

R , r R;

⎧ = +⎪
⎨
⎪ =⎩

 

( )(r) (r)
r r02 minR max 1, l [c s ] , r 0, R 1;

1, r R;

⎧ = − ∈ −⎪
⎨
⎪ =⎩

 

( )(r) (r) (r)
r r2 max 2 0

(R)
2

R min R , l [c s ] ;

R , r R;

⎧ = +⎪
⎨
⎪ =⎩

 

(r) (r) (r)
j j jR (M N 1), j 1, 2= − + ∈ . 

За допомогою коефіцієнта rc  встановлюються 

розміри підматриці (r) (r)
0 0

(r) (r)
k l

⊂e e , за елементами 

якої організується пошук екстремуму вирішальної 
функції (7) на r -му рівні. При збільшенні цього ко-
ефіцієнта зростає кількість операцій для пошуку 
положення екстремуму і падає швидкодія алгорит-
му, але зростає імовірність перебування максимуму 
в межах підматриці (r) (r)

0 0

(r)
k l

e . Цієї підматриці на 

(r 1)+ -му рівні відповідає підматриця (r 1) (r 1)
0 0

(r 1)
k l+ +
+e , 
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номери елементів якої утворюють множину 

{ }(r 1) (r 1) (r 1) (r 1)(r 1)
r 1 r 1 r 1 r 10 0 0 0I (k,l) k d ,k d l d ,l d ,+ + + ++
+ + + += ∈ − + × − +  

де за допомогою коефіцієнта r 1 rd [c ]+ =  задаються 

розміри околу точки ( )(r 1) (r 1)
0 0k , l+ + , при влученні в 

яку максимум розв’язувальної функції суміщення 
вважається правильним. На нульовому рівні коефіці-
єнт 0d  задається заздалегідь. У роботі [11] показано, 
що імовірність правильного суміщення за допомогою 
багаторівневого алгоритму визначається виразом 

R
(r)

r 0
P P

=
= ∏  ,                                    (9) 

де    (r) (r) (R) (r 1)P P(A / A A )+= K ; 

   
(r 1)

(r) (r) (r 1) (r)
pq

(p,q) I
P P(A / A ) 1 (1 P )

+

+

∈

= = − −∏ ; 

2(r) x 2
pq

1P e
2

∞
−

−∞

= ×
π ∫  

(r)

(r)(r) (r)
2 pq 1 pq 1 kl

(r)
(k,l) J \(p,q) 2 kl

x (b ) m (b ) m (b )
dx

(b )∈

⎛ ⎞µ + −⎜ ⎟× Φ⎜ ⎟
⎜ ⎟µ⎝ ⎠

∏ , 

де 
2x

t / 21(x) e dt
2

−

−∞

Φ =
π ∫  – інтеграл імовірності; 

2
1 kl 2 kl 2 kl 1 klm (b ), (b ) m (b ) m (b )µ = −  – середнє 

значення і дисперсія випадкової величини klb  
Розрахуємо тепер швидкодію алгоритму безпо-

середнім обчисленням часу, необхідного для вико-
нання кількості операцій додавання aΣτ  і множення 

mΣτ , необхідних для реалізації кореляційного бага-
торівневого алгоритму: 

a mΣ Στ = τ + τ ;                          (10) 

( )
R 1

(r) (r)(r) 2 2
a a r r ar1 2

r 0
4 R N (3 s ) M M s n ;

−

Σ
=

⎡ ⎤
τ = τ + + + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

( )
R 1

(r)
m m mr

r 0
3(1 R) 2N n

−

Σ
=

⎡ ⎤
τ = τ + + +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ , 

де  

( )

( )

2 (r)
r r

ar a (r) (r) (r)
1 2

2 (r)
r r

mr m (r) (r) (r)
1 2

2[c s ] 1 (4N 1), r 0, R 2;
n

R R (4N 1), r R 1,

3 2[c s ] 1 (N 1), r 0, R 2;
n

R R (N 1), r R 1,

⎧ + + ∈ −⎪= τ ⎨
+ = −⎪⎩

⎧ + + ∈ −⎪= τ ⎨
+ = −⎪⎩

 

(r) (r)(r)
a m1 2N N N ; ,= τ τ  – час виконання операції 

додавання і множення відповідно комп'ютером да-
ного типу. 

Постановка задачі виглядає таким чином: пот-
рібно мінімізувати швидкодію (10) багаторівневого 
алгоритму суміщення зображень за параметрами 

{ }R 1
r r 0R, s −

=  при обмеженні на ефективність алгори-

тму вигляду 
dP P≥  ,                                (11) 

де dP  – задане значення ефективності. 

nC2,мSƒ=цS  =лг%!,2м3 “3мS?е……   
ƒ%K!=›е…ь 

Поставлена задача відноситься до типу задач 
цілечисельного програмування [12]. Через невисоку 
розмірність задачі її можна розв’язувати методом 
перебору. Як ЕЗ використовувалося наведене на рис. 
1 зображення. Оскільки в роботі [11] показано, що 
результати обчислень ефективності за формулою (9) 

досить істотно відрізня-
ються від результатів ста-
тистичних іспитів алгори-
тму суміщення зображень 
при значеннях ефектив-
ності, близьких до одини-
ці, у роботі використову-
валися оцінки ефективно-
сті, отримані другим ме-
тодом. 

Таблиця 1
Швидкодія та ефективність алгоритму 

R s0 s1 s2 s3 s4 s5 τ, с 
Р 

σ = 600 σ = 800

2 

2 2 - - - - 1,022 0,995 0,98 
2 3 - - - - 1,024 1,0 0,97 
3 2 - - - - 0,4200 1,0 0,98 
3 3 - - - - 0,4205 1,0 0,955 
3 4 - - - - 0,421 1,0 0,965 
4 3 - - - - 0,477 1,0 0,965 
4 4 - - - - 0,478 1,0 0,97 

3 

2 2 2 - - - 0,2058 0,99 0,925 
3 2 2 - - - 0,2689 0,975 0,95 

2 3 2 - - - 0,1902 0,99 0,945 
2 3 3 - - - 0,1903 0,995 0,95 
2 3 4 - - - 0,1905 0,99 0,92 

 
 
4 

2 2 2 2 - - 0,1581 0,97 0,93 
3 2 2 2 - - 0,2610 0,94 0,895 
3 3 2 2 - - 0,2727 0,93 0,76 
2 2 3 2 - - 0,1628 0,975 0,92 
2 2 3 3 - - 0,1628 0,925 0,92 

 
5 
 

2 2 2 2 2 - 0,1560 0,935 0,915 
3 2 2 2 2 - 0,2611 0,965 0,865 
2 2 2 2 3 - 0,1561 0,925 0,88 
2 2 2 3 3   - 0,1577 0,96 0,825 

6 
2 2 2 2 2 2 0,1562 0,855 0,795 
2 2 2 2 2 3 0,1562 0,85 0,79 

У табл. 1 наведено результати обчислення шви-
дкодії за формулою (10) і оцінок ефективності, отри-
маних шляхом імітаційного моделювання, для різних 
сукупностей параметрів R , 0 R 1s , ,s −K , що варію-
ють. Використовувалося ЕЗ розмірами 200 200×  

Рис. 1. Еталонне  
зображення 
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елементів, ПЗ розмірами 101 101×  елемент і такі 
значення параметрів: 

r dc c 2; P 0, 95= = = ; 

0 0k 100, l 100, 600, 800= = σ = σ = .  
Для використовуваного комп'ютера з процесо-

ром Celeron-950 МГц час виконання операцій дода-
вання і множення склав відповідно aτ = 0,019 мкс, 

mτ = 0,021 мкс. 
 Таблиця 2

Швидкодія та ефективність алгоритму 

R s0 s1 s2 s3 s4 s5 τ, с 
Р 

σ =1800 σ =1600 

3 

2 2 2 - - - 3,1134 0,95 0,985 
3 2 2 - - - 2,0535 0,97 0,96 
2 3 2 - - - 1,5543 0,95 0,98 
2 3 3 - - - 1,5550 0,945 0,98 
2 3 4 - - - 1,5562 0,95 0,965 

4 

2 2 2 2 - - 1,1052 0,925 0,96 
3 2 2 2 - - 1,6675 0,92 0,955 
3 3 2 2 - - 1,7221 0,95 0,97 
2 2 3 2 - - 1,6671 0,94 0,97 
2 2 3 3 - - 1,0441 0,91 0,95 
2 2 3 4 - - 1,0444 0,9 0,94 

 
5 
 

2 2 2 2 2 - 0,9884 0,85 0,935 
3 2 2 2 2 - 1,6468 0,88 0,935 
2 2 2 2 3 - 0,9885 0,88 0,95 
2 2 2 3 3 - 0,9932 0,855 0,935 

6 
2 2 2 2 2 2 0,9824 0,7 0,91 
2 2 2 2 2 3 0,9825 0,715 0,855 

У табл. 2 наведені аналогічні результати для 
зображень великих розмірів: ЕІ 500 500×  елементів, 
ТІ 251 251×  елемент, σ = 1600, σ = 1800, 

0 0k 200, l 200= = . Напівжирним шрифтом виділені 
мінімальні для кожної кількості рівнів R  значення 
часу τ  обчислень багаторівневим алгоритмом. Об-
числення проводилися не за формулою (7) для коре-
ляційного алгоритму, а відповідно до виразу  

$ ( ) ( ) ( )
(r) (r)
1 2N N 2 2(r) (r) (r) (r)

kl ij ij,kl kl
i 1 j 1

b t e 2 1 b
= =

⎡ ⎤
= − = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ % %  , 

оскільки операція піднесення до квадрата комп'юте-
ром виконується істотно швидше операції множення 
(для даного комп'ютера тривалість операції підне-
сення до квадрата складає 0,006 мкс). 

У результаті аналізу отриманих даних можна 
зробити такі висновки: 

– виграш у швидкодії при R 4>  стає незнач-
ним, а ефективність з ростом R  падає, тому викори-
стання алгоритмів з R 4>  недоцільно; 

– за даними табл. 1 оптимальними параметрами 
алгоритму, при яких задовольняється обмеження 
(10), є такі:  

при σ = 600 R 4= , rs 2, r 0, 3= ∈$ ; 0, 581cτ =$ ; 

при σ = 800 R 2= , 0 1s 3, s 4= =$ $ ; 0, 421cτ =$ ; 

– за даними табл. 2:  
при σ = 1600 R 4= , 0 1s s 2= =$ $ ; 2 3s s 3, 1,0441c= = τ=$ $ $ ; 

при σ = 1800 R 2= , 0 2 1s s 2,s 3, 1,5543c= = = τ=$ $ $ $ ; 
– швидкодія багаторівневого алгоритму для да-

ного комп'ютера задовольняє вимоги (не більше 
0,5с) тільки для зображень, розміри яких не переви-
щують 200 200×  елементів. 

b,“…%"*, 
Наведено розв’язання задачі параметричної оп-

тимізації багаторівневого алгоритму суміщення зо-
бражень у КЕСН. Показано, що застосування алго-
ритмів з кількістю рівнів більше ніж 4 не доцільно. 
Для підвищення швидкодії багаторівневого алгори-
тму можна використовувати алгоритми швидкого 
перетворення Фур'є й інші швидкі алгоритми для 
обчислення взаємної кореляції зображень. 
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